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CHAPTER 1

Ebene affine Kurven

1.1

Ein Ring ist stets ein kommutativer Ring mit Eins, und ein Ringhomomorphismus soll stets die Eins
auf die Eins abbilden. Ein nullteilerfreier Ring heifit Bereich. Ist R ein Bereich, so sei R®* = R\ {0},
R* die Finheitengruppe und q(R) ein Quotientenkorper von R. Wir schreiben héufig 0 an Stelle
von {0} oder auch an Stelle von (0,...,0) oder sogar {(0,...,0)}, wenn klar ist, welche Null gemeint
ist. Fir einen Ring R bezeichnen wir Polynomringe mit R[X], R[X,Y], R[Xi,...,X,] usw. Ist
X = (X1,...,X,),soist R[X]* = R*. Ist R ein Bereich und K = q(R), so ist K(X) = q(R[X]) ein
rationaler Funktionenkorper tiber K.

Ein Polynom f € R[X] heifit drreduzibel (iber R), wenn es keine Faktorisierung f = gh mit
g, h € R[X]\ R besitzt. Wie in der elementaren Analysis iiblich, bezeichnen wir mit

8i1+...+inf
OXt .. Xy

die hoheren partiellen Ableitungen von f. Fiir f € R[X] bezeichne f’ die gewohnliche Ableitung von f.
Ist S D R ein Oberring, so induziert jedes f € R[X1,...,X,] eine Abbildung

f%:8" =8, definiert durch f¥(zq,...,2n) = f(21,...,2,).

Die Abbildung f ~ f° ist ein Ringhomomorphismus R[Xi,...,X,] — Abb(S",S) (dabei ist
Abb(S™,S) mit der wertweisen Vernkniiprung versehen). Ist S ein unendlicher Bereich, so ist f s f°
injektiv und wir brauchen nicht zwischen f und f° zu unterscheiden. Ist f € R[X] und « € S eine
Nullstelle von f, so heifit o eine mehrfache Nullstelle von f, wenn f'(a) =0 [Aquivalent: Es gibt ein
g € S[X] mit f = (X —a)?g].

Sei K ein Korper. Eine K-Algebra ist ein Ring A mit einer K-Vektorraumstruktur, so dass fiir alle
a,b € Aund A € K das Assoziativgesetz A(ab) = (Aa)b = a(A\b) gilt. Ist A eine K-Algebra und X
eine nicht-leere Menge, so ist Abb(X, A) eine K-Algebra beziiglich der wertweisen Verkniipfung von
Abbildungen. Ein K-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der auch ein Vektor-
raumhomomorphismus ist.

Ist L ein Kérper und K C L ein Teilkorper, so nennt man K C L oder L/K eine Korpererweiterung,
L einen Oberkérper von K und jeden Kérper M mit K C M C L einen Zwischenkérper von L/K. Tst
¢: K — K; ein (Korper-)Homomorphismus, so ist ¢ injektiv und induziert einen (Korper-)Isomorphismus
0: K5 o(K).

Ist L/K eine Korpererweiterung, so ist L eine K-Algebra, [L:K]| = dimg L € NU {co} heifit Grad
der Korpererweiterung L/K, und L/K heifit endlich, wenn [L: K] < oo. Fir eine Teilmenge S C L
bezeichen K[S] den kleinsten Teilring von L, der K U S umfasst, und es sei K (S) = q(K[S]).

Sind L/ K und L'/ K Korpererweiterungen, so ist ein K -Homomorphismus ¢: L — L' ein K-Algebrenho-
momorphismus [aquivalent: ¢ ist ein Kérperhomomorphismus, und ¢ | K = idg .
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4 1. EBENE AFFINE KURVEN

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Ein Element o € L heifit algebraisch tber K, wenn es ein f € K[X]*
gibt mit f(a) = 0. Dann gibt es genau ein normiertes irreduzibles Polynom g € K[X] mit g(«) = 0.
Dieses heifit Minimalpolynom von « iber K und induziert einen Isomorphismus

K[X]/xx(9) = K(a)=Kla], h+ (9) = hla).
Ist « nicht algebraisch iiber K, so heifit a transzendent iber K, und es bestehen Isomorphismen
K[X] & Klo], f =~ f(a), und K(X) = K(a).

Eine Korpererweiterung L/K heifit algebraisch wenn jedes o € L tiber K algebraisch ist. Anderfalls
heiit L/K transzendent. Ist L/K eine Korperweiterung und S C L eine Menge tiber K algebraischer
Elemente, so ist K(S)/K algebraisch. Ist K die Menge aller iiber K algebraischen Element von L, so
ist K, ein Zwischenkérper von L/K und heifit relativer algebraischer Abschluss von K in L. K heifit
relativ algebraisch abgeschlossen in L, wenn K = K.

Eine Korpererweiterung L/K heifit endlich erzeugt, wenn es ein n € N und «ay,...,a, € L gibt, so
dass L = K(aq,...,q,). Eine Korpererweiterung ist genau dann endlich, wenn sie endlich erzeugt und
algebraisch ist.

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes f € K[X]\ K in K eine Nullstelle besitzt
[Aquivalent dazu sind: 1) Jedes f € K[X]\ K zerféllt iber K in Linearfaktoren; 2) Es gibt keine
algebraische Korpererweiterung K C L]. C ist algebraisch abgeschlossen (“Fundamentalsatz der Alge-
bra”). Ein Oberkorper K D K heifit algebraischer Abschluss oder algebraische Hiille von K, wenn
K algebraisch abgeschlossen und K /K eine algebraische Korpererweiterung ist.

Satz 1.1.1 (Hauptsatz iiber algebraische Hiillen). Sei K ein Kérper.
1. K besitzt eine algebraische Hiille.

2. Ist L C K ein algebraisch abgeschlossener Oberkirper von K, so ist der relative algebraische
Abschluss Ki, von K in L eine algebraische Hiille von K.

3. (Fortsetzungssatz fiir Homomorphismen) Sei ¢: K — K; ein Korperhomomorphismus, L/K
eine algebraische Korpererweiterung und Ki D K ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper.
Dann gibt es einen Homomorphismus ¢: L — Kf mit ¢|K = ¢.

4. Sind K, und Ko algebraische Hiillen von K, so gibt es einen K -Isomorphismus Ki; = Ko.
OHNE BEWEIS. O

Eine komplexe Zahl heiit algebraisch, wenn sie algebraisch iiber Q ist. Der Kérper Q aller algebraischen
Zahlen ist eine algebraische Hiille von Q.

Ist F ein endlicher Korper, so ist |F| eine Primzahlpotenz, und zu jeder Primzahlpotenz ¢ gibt es bis auf
Isomorphie genau einen Korper mit ¢ Elementen, der mit F, bezeichnet wird. Ist IF, eine algebraische
Hiille von Fg, so gibt es zu jedem d € N genau einen Zwischenkorper £ von Fq/IE‘q mit [E:Fy] =d, und

dieser ist isomorph zu Fga.

Sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn es in keinem Oberkérper von K
mehrfache Nullstellen besitzt. Ein irreduzibles Polynom ist genau dann separabel, wenn f' = 0. K heifit
vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X] separabel ist. Genau dann ist K vollkommen,
wenn entweder char(K) = 0 oder char(K) =p >0 und K = KP? ist. Jeder endliche und jeder
algebraisch abgeschlossene Korper ist vollkommen.

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Ein Element o € L heifit separabel iber K, wenn « iiber K algebraisch
und das Minimalpolynom separabel ist. Die Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes o € L
tiber K separabel ist. Ist L = K(S) mit einer Teilmenge S C L, so ist L/K genau dann separabel,
wenn jedes o € S liber K separabel ist. Ist K vollkommen, so ist jede algebraische Korpererweiterung
L/K separabel.
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Satz 1.1.2 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung.
Dann ist L = K(«) mit o € L.

Sei K ein Kérper und K eine algebraische Hiille von K. Ein Polynom f € K[X] heifit absolut
irreduzibel, wenn f € K[X] irreduzibel ist.

Fiir den Rest dieses Kapitels sei K ein Korper und K eine algebraische Hiille von K .

1.2

Definition 1.2.1. Fiir ein Polynom f € K[X,Y] und p = (u,v) € K? sei f(p) = f(u,v) € K 2.
Die Menge V(f) = {p € K? | f(p) = 0} heifit Nulistellengebilde von f. Eine Teilmenge C' C K 2
heifit ( ebene affine) tber K definierte (algebraische) Kurve, wenn es ein f € K[X,Y]\ K gibt mit
C =V(f). Man schreibt dann auch C': f =0 und spricht von der Kurve f(z,y =0.

Die Menge C(K)= CnNK? heit Menge der K -rationalen Punkte von C = C(K). Ist K C L C K,
so ist jede iiber K definierte Kurve auch iiber L definiert.

Beispiele 1.2.2.

1. Eine Teilmenge L C K 2 heifit iiber K definierte Gerade, wenn es a, bc € K gibt mit (a,b) # (0,0)
und L = V(aX + bY +¢). Dann ist L(K) C K? ein eindimensionaler affiner Teilraum im Sinne der
Linearen Algebra.

2. Firae Ksei fo=X?+Y?-a€ K[X,Y] und C, =V (f,) = {(u,v) € K?|u?+v*=a}. Sei
a € K mit o? = a.

Ist char(K) =2,s0ist f, =(X+Y +a)? und C, = V(X +Y +«) ist eine (doppelt zu zihlende)

Gerade. Ist a ¢ K, so ist C,(K) = 0.

Sei char(K) # 2 und i € K mit i = —1. Dannist fo = X2+Y? = (X+iY)(X—iY),und Cop = L, UL_

mit Ly =V(X £iY)C K2 Ist i¢ K, soist fy irreduzibel iiber K und Cy(K) = {(0,0)}.

Ist char(K) # 2 und a € K2, so ist f absolut irreduzibel (U).

Sei nun char(K) #2unda=1. Firk € K sei Ly = V(kX+Y —1). Ist k # +i, so gilt fiir (u,v) € K 2:

2

(w,v) e LyNCy <= (u,v) = (%,%) .

Damit erhalten wir eine bijektive Abbildung
— . .. 2k 1— k2
T K \ {Ztl} — 01 \ {(O, —1)} vermoge T(]f) = (m 5 m) .
Fir (u,v) € C1\ {(0,—-1)} ist
1—
7 Hu,v) = 7”, falls uw#0, und 771(0,1)=0.
U

Insbesondere ist auch 7| K \ {£i} — C1(K) \ {(0,—1)} bijektiv. Im Falle K = Q erhalten wir eine
bijektive Abbildung Q — {(z,y) € Q% | 22 + y* = 1} (rationale Punkte auf dem Einheitskreis).

Parametrisierung der pythagordischen Tripel: Sei P die Menge aller Tripel (a,b,c) € N§ mit a?+b* = ¢?,
(a,b) =1 und 2¢tb. Ist (a,b,c) € P, so folgt

a b a 2k b 1—k?

-, - C Iso —=——-—+, - = ——

(c’c)e (@), also ¢ 1+Kk2 ¢ 1+k2

wobei m € Ng, n €N, (n,m)=1und n <m. Es folgt (m?—n2?,m?+n?)[2, und

a 2mn b m2—n?
c

mit eindeutig bestimmtem k = e QnJo,1j,
m

m2+n2’ ¢ m24n?’
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Wire (m?—n?,m?+n?)=2,sofolgtemm =n =1 mod 2, m?>-n?=0 mod 8, m?+n? =2 mod 4 und
2|b, ein Widerspruch. Also folgt (m?—n?,m2+n?) =1 und daher (a,b,c) = (2mn,m? —n% m?+n?).
ImFalle K =R, K=C und a= -1 ist C_y ={(z,y) € C? |22 +y? = -1} =iC; und C_1(R) = 0.

Im Falle K = F5 = {0,1,2} ist F2 ={0,1}, und C_;(Fs) = F} xF5.
1.3

Satz 1.3.1. Fiir jede Kurve C C K2 ist |C|=|K?\C|= c0.
BEWEIS. Ist n € N und char(K) { n, ist X™ — 1 € K[X] separabel und hat daher n Nullstellen.

Daher ist |[K| > n und folglich |K| = oco.
Sei nun C' = V(f) und

f= iai(y)xi € K[X,Y] mit neNy, a;(Y) € K[Y] und a,(Y)#0.
=0

FALL 1: n=0. Dannist f = ao(Y) € K[Y]\ K. Seien y1,...,ym € K die Nullstellen von f, und
sei y € K mit f(y) # 0. Dann folgt

C:UFx{yj} und Kx{ylcK?\C, also |C|=|K?\C|=c0.

j=1

FALL 2: n > 0. Die Menge N = {y € K | a,(y) =0} ist endlich, und fiir jedes y € K \ N ist die
Menge M(y) ={z € K | f(z,y) =0} endlich und nicht leer. Wegen

U M@ cc and | (K\M(y)cK\C folgt |C|=[K>\C|=0c0. O
yeK\N yeK\N

Lemma 1.3.2. Sei R ein faktorieller Bereich, und haben f, g € R[X] keinen nicht-konstanten
gemeinsamen Teiler in R[X]. Dann gibt es Polynome p, q € R[X] mit pf+ qg € R°®.

Bewegis Ul. O

Satz 1.3.3. Sind f, g € K|X,Y]|\ K teilerfremd, so ist |V(f)NV(g)| < co.

BEWEIS. Ry = K[X] ist ein faktorieller Bereich, und f, g € R1[Y] sind Polynome ohne nicht-kon-
stanten gemeinsamen Teiler in R;[Y]. Nach Lemma 1.3.2 gibt es Polynome py, ¢1 € R1[Y] = K[X,Y]
mit p1f 4+ qg = di € R} = K[X]*. Aus demselben Grund gibt es Polynome ps, g2 € K[X,Y] mit
pof + qog = dy € K[Y]*. Ist nun (o, 3) € V(f) N V(g), so folgt di(a) = da(f) = 0 und daher
V(f) N V(g)l < gr(di)gr(dz) < oo. O

1.4

Sei n € N und K[X] ein Polynomring in X = (X3,...,X,,) iiber K. Dann ist K[X] faktoriell, und die
Primelemente von K[X] sind genau die (iiber K) irreduziblen Polynome. Zwei Polynome f, g € K[X]
sind genau dann assoziiert [f ~ g], wenn f = ¢g mit ¢ € K*. Ein Polynom f € K[X] heifit reduziert
(dber K), wenn f = f1-...- fr mit k& € N und iiber K irreduziblen paarweise nicht assoziierten
Polynomen fi,..., fr € K[X]\ K [#quivalent: p?{ f fiir alle (irreduziblen) p € K[X]\ K |].
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Definition 1.4.1. Sei C C K? eine iiber K definierte Kurve. Eine Abbildung u: C — K heifit
eine dber K definierte regulire Funktion (auf C'), wenn es ein Polynom g € K[X,Y] gibt, so dass
u(p) = g(p) fiir alle p € C. Sei K[C] die K-Algebra der tiber K definierten reguliren Funktionen auf C
( beziiglich wertweiser Verkniipfung ). K[C] heifit Koordinatenring von C. Wir betrachten die Elemente
von K als konstante Abbildungen auf C' und erhalten damit K C K[C].

Wir identifizieren ein Polynom f € K[X,Y] mit der polynomialen Abbildung f¥: K2 — K. Dann ist
K[C]={gC|ge K[X,Y]}, und die Abbildung

Oc: K[X,Y] — KJC], definiert durch 6c(f)=f1C,
ist ein K-Algebrenepimorphismus. Ist z = 0o(X) und y = 0c(Y), soist K[C] = K[z, y], und fiir jeden
Punkt p=(a,p) € Cist x(p) =a und y(p) = . z und y heiBen die Koordinatenfunktionen von C.
Das Ideal
Ik (C) =Ker(fc) = {g € K[X,Y] | g | C =0} ={g € K[X,Y] |C CV(g)} < K[X,Y]

heifit K -Verschwindungsideal von C. Fiir g € K[X,Y] identifizieren wir die Restklasse g +J(C) mit
der Funktion ¢ [ C: C — K.

Satz 1.4.2. Sei C C K ? eine diber K definierte Kurve, seien x, y € K[C] die Koordinatenfunktionen
von C und f € K[X,Y]. Genau dann ist f | C =0, wenn f(z,y) =0 € K[C].

Proor. Fiir p=(a,8) € Cist f(z,y)(p) = f(z(p), y(p)) = f(a, B) = f(p). 0
Satz 1.4.3. Sei f = fi*-...- ff* € K[X, Y]\ K mit k € N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen
Polynomen f1,...,fr € KIX, Y|\ K, e1,...,ex €N, C=V(f) C K2, und fo = f1-...- fo. Dann folgt
k
C=V(fo)=JV) und Ik(C)= ., (fo) = foK[X,Y].
i=1
BEWEIS. Sei p € K 2. Genau dann ist p € V(f), wenn 0= f(p) = fi(p)¢* - ... fx(p)*, wenn also

fi(p) =0 fiir ein ¢ € [1, k] und damit p € V(f;) ist. Daher ist V(f) = V(fo) die Vereinigung der V(f;).
Fiir alle p € V(f) ist fo(p) =0, also fo € Ix(V(f)) und daher . (fo) CIx(V(f)). Fiir den
Nachweis der umgekehrten Inklusion miissen wir zeigen: Ist g € Ix(V(f)), also V(f) C V(g), so folgt
filg fur alle ¢ € [1,k] [wegen der paarweisen Teilerfremdheit von fi1,..., fr und da K[X,Y] faktoriell
ist, folgt dann fo|g und daher g € . ., (fo)]. Wir nehmen im Gegenteil an, es sei i € [1,k] und f; { g.
Da f; irreduzibel ist, sind f; und g teilerfremd, und nach Satz 1.3.3 ist |[V(f;) NV (g)| < co. Wegen
V(fi) CV(f) C V(g) folgt nun |V (f;)| < oo, ein Widerspruch zu Satz 1.3.1. O

1.5

Definition 1.5.1. Sei C C K 2 eine iiber K definierte Kurve.

1. C heifit drreduzibel (dber K) , wenn C keine Zerlegung C = Cy U Cy mit iber K definierten
Kurven Cy, Cy € C besitzt. C heifit absolut irreduzibel, wen C iiber K irreduzibel ist.

2. Sei Ig(C) = xy(f) mnd f=fi-...- fr € K[X, Y]\ K mit k¥ € N und paarweise nicht-
assozilerten irreduziblen fi,..., fr € K[X, Y]\ K; dann ist C =V (f) =V (f1)U...UV(f).
Die Kurven V(f1),...,V(fx) heiflen die Komponenten von C iiber K. Das Polynom f ist bis
auf Faktoren aus K* eindeutig bestimmt und heifit Minimalpolynom von C iiber K.

Satz 1.5.2. Sei C C K2 eine tiber K definierte Kurve.

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(a) FEs gibt keine tuber K definierte Kurve Cy mit Cy C C.

(b) C ist irreduzibel iber K.

(¢) C=V(f) mit einem (Gber K) irreduziblen Polynom f € K[X,Y]\ K.
(d) 7 ( ) ist ein Primideal von K[X,Y].

(e) K[C] ist ein Bereich.

2. C hat eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Zerlegung C = Cy U ...U Cy
mit paarweise verschiedenen tber K definierten irreduziblen Kurven C1,...,Cy; diese sind die
Komponenten von C' tiber K.

BEWEIS. 1. (a) = (b) Offensichtlich.

(b) = (¢) SeiIx(C) =y x4, (f) mit f € K[X,Y]\ K. Ist f nicht irreduzibel iiber K, so hat C
mindestens zwei Komponenten iiber K und ist daher nicht irreduzibel.

(¢) = (d) Ist C = V(f) mit einem irreduziblen Polynom f € K[X,Y]\ K, so ist (nach Satz 1.4.3)
Ik(C) = kix.y) (f) ein Primideal.

(d) & (e) Esist K[C] = K[X,Y]/Ik(C).

(d) = (a) Sei C eineiiber K definierte Kurve, C1 C C, I (C) = ., (f) und I (C1) = (4, (f1)
mit f, f1 € K[X,Y]\ K. Da Jg(C) ein Primideal ist, ist f irreduzibel, und wegen f | C; = 0 ist
f €Ik(Cy), also fi|f. Damit folgt f1 ~ f und Cy =V (f1) =V (f) =C.

2. Seien C4,...,C die Komponenten von C iiber K. Diese sind nach Definition paarweise ver-
schiedene tiber K definierte irreduzible Kurven, und es ist ¢ = C1U...UCy. Sei C =C{U...UC]
eine weitere Zerlegung von C' in paarweise verschiedene iiber K definierte irreduzible Kurven, und fiir
i €[] sei Ix(C) = . x4 (f]). Dannsind fi,..., f; € K[X,Y] paarweise nicht-assoziierte irreduzible
Polynome, es ist f{-...- f; reduziert und C =V(f]-...-f]), also Ix(C) = ., (fi--..-f;). Damit
folgt {C{,...,C{}:{Cl,...70k}. O

1.6

Definition 1.6.1. Sei p = (o, 3) € K 2.
1. Sei f € K[X,Y]. Dann ist
=3 a[X—a)+a]' [V =9+ = > @;(X —a)' (Y —=8) mit G;ek,
i,7>0 i,5>0
und ‘
G- L omf
40701 aX iy
Insbesondere ist stets

(p), falls char(K) ¢t ilj! (o).

- 0 - 0
ayo = 87;1((19) und  ap,1 = 87}{(17)
ordp(f) =inf{i+j |4, 7 >0, a;; #0} € NgU {oo} heiit Ordnung von f in p.
Fiir alle c € K* ist ordp(cf) = ordp(f). Genau dann ist f(P) =0, wenn ordp(f) > 0.

Fir f, g € K[X,Y] ist ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g), ordy(f + g) > min{ordy(f), ordy(g)},
und im Falle ord,(f) < ordp(g) ist ordp(f + g) = ordy(f).
2. Sei C C K2 eine iiber K definierte Kurve und f € K[X,Y] ein Minimalpolynom von C' iiber

K. Dann heifit ord,(C) = ordp x(C) = ordp(f) die Ordnung von C in p iber K. p heifit
reguldrer Punkt von C iiber K, wenn ordp x(C) = 1.
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Genau dann ist p € C, wenn ord,(C) > 0. Ist p € C, so ist p genau dann ein tiber K regulérer
Punkt von C, wenn
(2L, 2

ox P); 87(?)) #(0,0).
Ist p = (o, B) € C ein regulérer Punkt, so nennt man die Gerade

L=V (@)X~ o)+ Lp)v - )

die Tangente von C im Punkte p.
C heifit reguldr oder glatt iber K, wenn jeder Punkt von C' iiber K regular ist.

Satz 1.6.2. Sei C C K 2 eine iiber K definierte Kurve, f € K[X,Y] ein Minimalpolynom von C iber
K, f=/fi-...- fx mitirreduziblen (nicht notwendig verschiedenen) Polynomen fi,...,fr € K[X,Y]
und p € C. Dann sind dquivalent:

(a) p ist requldrer Punkt von C tber K.

(b) FEs gibt genau ein i € [1,k] mit f;(p) =0, und fiir dieses i ist

(5% m). o) # 0,0).

Insbesondere folgt:

1. Ist p ein regularer Punkt von C dber K, so liegt p in genau einer Komponente von C' diber K
und ist ein tdber K regulirer Punkt dieser Komponente.

2. Ist f absolut irreduzibel, so ist p genau dann ein regularer Punkt von C iber K, wenn p ein
reqularer Punkt von C tuber K ist.

BEWEIS. Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt aus den Formeln

of 0 fl of 5fz
BX( p) = Hf] und 87( p) = Hfa
J?é’b ]#7,
Die iibrigen Behauptungen sind offensichtlich. ]
1.7

Definition 1.7.1. Sei C' C K ? eine iiber K definierte irreduzible Kurve. Dann ist K[C] ein Bereich;
sei Quotientenkorper K (C) = q(K[C]) heiit Funktionenkérper von C iiber K, seine Elemente heiflen
tber K definierte rationale Funktionen auf C.

Sei Ix(C) = xxv(f) und v € K(C). Dann ist
"2 g+ K[x)y](f)

w B h+ K[X,y](f)

mit g, h € K[X,Y], h ¢ . ,,(f), ¢ =9+ xxy(f)y ¥ =h+ ), (f) € K[C] und ¢ # 0. Da
K[C] im Allgemeinen nicht faktoriell ist, ist diese Bruchdarstellung nicht eindeutig.

Ist y € K(C) und p € C, so heifit v regulir in p, wenn es g, h € K[X,Y] gibt, so dass h(p) # 0 und

= fgz_—::g”; . Dann heifit ~(p) = 9(p) € K der Wert von v an der Stelle p.

h(p)

~(p) ist dann von der Bruchdarstellung unabhéngig. Da f irreduzibel ist, ist genau dann h ¢ (f), wenn
h und f teilerfremd sind, und daher ist die Menge {p € C | h(p) =0} = V(f)NV(h) endlich. Daher
ist jede rationale Funktion in fast allen Punkten regular.
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Satz 1.7.2. Sei C C K ? eine iiber K definierte irreduzible Kurve, f € K[X,Y]\ K ein Minimalpoly-
nom von C tber K, und seien x, y € K|[C|] die Koordinatenfunktionen von C. Dann ist K(C) = K(z,y),
f(z,y) =0, und die Korpererweiterung K(C)/K st transzendent.

Ist x transzendent uber K, so ist y algebraisch iber K(x). Ist ¢ € K[x]* der hochste Koeffizient des
Polynoms f(z,Y) € K(x)[Y], soist ¢ ' f(z,Y) € K(z)[Y] das Minimalpolynom von y iber K (z).

BEWEIS. Nach Definition ist K[C] = K|z, y] und daher K(C) = K(z,y). Fiir alle p = (o, 8) € C ist
f(,9)(p) = f(z(p),y(p)) = f(p) =0, also f(z,y) =0 € K[C].

Angenommen, K(z,y)/K sei algebraisch. Dann gibt es ein g € K[X]\ K mit g(z) = g(y
alle p = (a, ) € C ist dann 0 = g(z)(p) = g(z(p)) = g(@) und 0= g(y)(p) = g(y(p)) = 9(
folgt |C| < o0, ein Widerspruch zu Satz 1.3.1.

Ist = transzendent iiber K, so ist K[X,Y] & K[z,Y] = K|[z]|[Y]. Daher ist f(z,Y) irreduzibel iber
K|[z], also nach dem Gauf$’schen Lemma auch iiber K (z). Dann ist ¢~ 1f(z,Y) € K(x)[Y] normiert und
irreduzibel, und ¢! f(z,y) = 0. O

) =0. Fir
B). Damit

Definition 1.7.3. Sei C C K ? eine iiber K definierte irreduzible Kurve und p € C. Dann heif}t

0p(C) = Opxe(C) = K[Clp = { £ € K(C) | ¢, v € KIC], w(p) #0}

der lokale Ring von C' in p iiber K, und

Mp(0) = Mpe(C) = { £ € K(C) | @, 0 € KIC], w(p) £0, (p) =0 ]

das mazimale Ideal von C in p tber K.
Ist v € O, (C), so ist v reguliir in p, v(p) € K, und My (C) = {y € O,(C) | v(p) = 0}.

Definition 1.7.4 (Ringtheorie). Ein (kommutativer) Ring R heifit lokal, wenn R\ R* ein Ideal
ist (dann ist P = R\ R* das groBite echte Ideal von R, und R/P heifit Restklassenkérper von R).

Satz 1.7.5. Sei C C K?2 eine iiber K definierte irreduzible Kurve, p = (a, 8) € C, und seien
x, y € K[C] die Koordinatenfunktionen von C.

1. Op(C) st ein lokaler Bereich mit mazimalem Ideal Mp(C), es ist K[C] C Op(C) C K(C), die
Abbildung mp: Op(C) — K, definiert durch mp(7y) = v(p), ist ein K-Algebrenhomomorphismus,
Ker(mp) = Mp(C) und Bi(ry) = K(a, 8) = Kla, 8] = K[C}/K[C]N Mp(C) = Op(C)/Myp(C).
Insbesondere ist K[C]/K[C]NMp(C) ein mazimales Ideal von K[C].

2. Ist pe C(K), soist Mp(C) = o,(x—a,y—0).

BeEweEIs. 1. Offensichtlich ist Op(C) C K(C) ein Teilbereich, Mp(C) C Op(C) ein Ideal und
ein K-Algebrenhomomorphismus mit Ker(mp) = Mp(C). Ist v € Op(C) so folgt

vzg mit ¢, ¢ € K[C], ¢(p) #0, und aus v ¢ My(C) folgt ¢(p) #0, alSO%EOp(C)-

Daher ist Op(C) \ Mp(C) = Op(C)*, also Op(C) ein lokaler Bereich mit maximalem Ideal My (C)
und 7, (Op(C) 2 Op(C)/ Mp(C) ein Korper. Es ist m,(K[C]) = K[mp(z), mp(y)] = K|, 8] C K, also
mp(K[C]) = K(a, 5) und daher Ker(m, | K[C]) = K[C] N Mp(C) ein maximales Ideal von K[C]. Ist
v =19"tp € Op(C) mit ¢, 1 € K[C] und ¢ (p) # 0, so ist mp(y) = ¥(p) " to(p) € Tp(K[C]), und daher
folgt Bi(my) = Op(C)/Mp(C) = K[C)/K|C) N My ().

2. Seien o, f € K, und fir g € K[X,Y] sei g=g|C € K[C]. Sei v € Op(C),

y=2 mit g, h€K[X,Y] und h(p)=h(a,B)#0.

SIS



1.7

Sei g=c+ (X —a)g1 + (Y — B)g2 mit c € K und ¢, g2 € K[X,Y]. Dann folgt

g=c+@—a)g+ -0, 7=§+(x—a)yé+(y—ﬁ)% und y(p) = h(p)c.

h h
Genau dann ist 7 € Mp(C), wenn ¢ = 0 und daher v € o, (z — o,y — 3) ist.

11






CHAPTER 2

Ebene projektive Kurven

Im ganzen Kapitel sei K ein Korper und K eine algebraische Hiille von K .
2.1

Definition 2.1.1. Sein € Nund K[Xj,...,X,] ein Polynomring. Ein Polynom F € K[Xq,...,X,]
heiflt homogen oder eine Form vom Grade d € Ny, wenn

_ . . il . . i ¢
F= Y o X Xin,
0150y >0
i1+ Fin=d

Ist dann 7 eine weitere Unbestimmte iiber K, so folgt F(TXq,...,TX,) =T*F(X1,...,X,). Ist d > 0,
so sind die partiellen Ableitungen von F' homogene Polynome vom Grade d — 1, und es ist

;XiaXi_df.

Jedes Polynom f € K[X;,...,X,] hat eine eindeutige Darstellung f = fo + f1 + ...+ f4 mit Formen
fi vom Grade i fiir alle i € [0,d] und fq #0 (dann ist d =gr(f)). f; heifit i-te homogene Komponente
und fq heit Leitform von f.

Lemma 2.1.2. Seien f, g € K[X1,...,X,]. Genau dann ist fg homogen, wenn f und g beide
homogen sind.

BEWEIS. Sei f = fa, + fa,41+ ...+ fa und g = gey + gey41 + ... + ge mit di, d, e1, e € Np,
di <d, e; <eund Formen f; vom Grade ¢ und g; vom Grade j fiir alle ¢ € [dq,d] und alle j € [eq, €].
Dann ist fg = hd,4e, + hdy+er+1 + - - - hate mit Formen hy vom Grade k, es ist hg,4e, = fa,9e, # 0
und hgye = fage # 0. Genau dann ist fg homogen, wenn d; + e; = d + ¢, und das ist dquivalent mit
d = dj und e = eq, also der Homogenitat von f und g. O

2.2

Definition 2.2.1. Sei n € Ny. Die Menge P} die Menge aller eindimensionalen Untervektorrdume
von K™t heiBt n-dimensionaler projektiver Raum tiber K.

Esist |P%| =1, PL heiBit projektive Gerade und P% heiit projektive Ebene iiber K.

Fir (z1,...,2n41) € K"\ {0} sei (z1:...:2p41) = K(21,...,Tpt1) € P%. Man nennt z1,..., 2511
die homogenen Koordinaten des (projektiven) Punktes p = (x1:...:2p41).
Fiir (z1,...,2041) = (2}, ...,2},1,) € K"\ {0} ist genau dann (21:...:2,41) = (2]:...:2} ) € P},

wenn es ein A € K* gibt mit 2} = Az; fir alle ¢ € [1,n + 1].

i-te affine Stiick von Py.

13
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Fiir jedes i € [1,n + 1] ist die Abbildung
ti: K" — PR (i), definiert durch ¢;(z1,...,2n) = (x1:..imiy:lixipri.. o imy),

bijektiv, und
n+1

= Pk().
i=1

Im Folgenden identifizieren wir K™ mit P%(n+1) vermoge tp+1. Dannist (z1,...,2,) = (X1:...:2,:1)
fur alle (z1,...,2,) € K™, und P} = K" U{(x1:...:2,,:0) | (®1,...,2,) € K™\ {0}. Man nennt die
Punkte p € K™ die endlichen Punkte und die Punkte p € P% \ K™ die Fernpunkte von P%.

Esist P = KU{(1:0} und P% = K?UH, mit Ho = {(z:y:0) | (z,y) € K*\ {(0,0} }. Man nennt
(1:0) den Fernpunkt der projektiven Geraden und H., die Ferngerade der projektiven Ebene.

Definition 2.2.2. Sei F' € K[X,Y, Z] eine Form vom Grade d € N. Ein Punkt p = (a: 3:7) € }P’%

heifit Nullstelle von F', wenn F(a, 3,7) =0 (wegen F(Aa, A3, \y) = A F(a,B,7) ist diese Definition
unabhéngig von den gewihlten homogenen Koordinaten von p). Man schreibt F(p) = 0, falls p eine
Nullstelle von F' ist, und F(p) # 0 andernfalls.

Die Menge Vi (F)={p¢€ ]P’% | F(p) =0} heiBBt projektives Nullstellengebilde von F. Eine Teilmenge
Tc IP’% heifit wber K definierte ( ebene) projektive ( algebraische) Kurve, wenn T' =V, (F) mit einer
Form F € K[X,Y, 7]\ K.

Eine iiber K definierte projektive Kurve I' C IE”% heifit drreduzibel (iber K ), wenn I' keine Zerlegung
I'=T; UTy mit iiber K definierten projektiven Kurven I'y, I's C C' besitzt.

IstT' C IE”% eine iiber K definierte projektive Kurve, so heifit I'(K) = I'NP% die Menge der K -rationalen
Punkte von T. Das Ideal J5(T) = .., ({F € K[X,Y,Z] | F ist eine Form mit I' C V,.(F)}) heifit
homogenes Verschwindungsideal von I', der Restklassenring K[I'| = K[X,Y, Z]/3;(I') heifit homogener
Koordinatenring von T', und die Restklassen & = X +J5(), § =Y + I (), 2= Z +I5(T) heifien
homogene Koordinaten von I'. Esist K[I'| = K[z,9, 2].

Ist F = F{'-...-Fg* mit k € N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen Formen Fi,..., Fj und
e1,...,ex €ENysoist Vi(F)=Vy(F1)U...UV(Fy), und die projektiven Kurven Vi (Fy),..., Vi (F})
heifit die Komponenten von Vi (F) tiber K.

Eine Teilmenge L C IP’% heifit eine iiber K definierte projektive Gerade, wenn L = Vi (aX +bY +¢Z)
mit (a,b,¢) € K3\ {(0,0,0)}. Insbesondere ist H,, =V, (Z) die Ferngerade des IP’%.

Satz 2.2.3. Seien L, Ly C }P’% iber K definierte projektive Geraden. Dann ist Li(K)NLo(K) # 0.

BEWEIS. Fiir i € {1,2} sei L; = Vi(a; X + bY + ¢;Z) mit (a;,b;,¢;) € K3\ {0}. Dann hat
das lineare Gleichungssystem a;x + b;y + c;z (i = 1, 2) eine Losung (z,y,2) € K3\ {0}, und es ist
(x:y:2) € L1(K) N La(K).

2.3

Definition 2.3.1.

1. Sei f € K[X, Y]\ K, gr(f)=deN und f=fo+ fi+...+ fqa mit Formen f; vom Grade i
fiir alle ¢ € [0,d] und fg # 0. Dann heifit

SN XY
=32 (XY = de(?, E) € K[X,Y,Z]
=0

die Homogenisierung von f. f* € K[X,Y,Z] ist eine Form vom Grade d.
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2. Fur eine Form F € K[X,Y,Z] heifit F(X,Y,1) € K[X,Y] die Dehomogenisierung von F.

Lemma 2.3.2. Seien F, G € K[X,Y,Z] Formen, f,g€ K[X,Y] undce K*.
1. f* ist eine Form, gr(f*) = gr(f), und Zf{ f*.
(cf)* =cf* und (cF). = cFy.
(f9) = f°g*, (FG).=F.G., (F+G).=F.+G., und (f*).=f.
Ist r € [0,gr(F)] mazimal mit Z" | F, so ist gr(F.) =gr(F)—r, und F=2Z"(F)*.
Ist f = f{*-...- fe  die Primzerlegung von [ in K[X,Y], so ist f* = f;¢ ... . frer
die Primzerlegung von f* in K[X,Y,Z]. Insbesondere ist f genau dann irreduzibel, wenn f*
irreduzibel ist.

6. Sei Z{F. Ist F = Fy'-...-F¢ die Primzerlegung von F in K[X,Y, Z], so ist Fy, = Fy}-...-F¢r
die Primzerlegung von F, in K[X,Y]. Insbesondere ist F' genau dann irreduzibel, wenn F,
irreduzibel ist.

AN

BeEweis. U! O

Definition 2.3.3. Sei C C K 2 eine iiber K definierte Kurve und f € K[X,Y]\ K ein Minimalpoly-
nom von C iiber K. Dann heifit C =V, (f*) C IF’% der projektive Abschluss von C' (unabhéngig von
der Wahl des Minimalpolynoms ). Die Punkte p € C'\ C heifien Fernpunkte von C (sie liegen in der
Vereinigung der affinen Stiicke P%(l) ={(1:y:z| (y,2) € K?} und IE”%(Q) ={(x:1:2) | (x,2) € K?})
von PZ.

Satz 2.3.4. Sei C C K ? eine diber K definierte Kurve, f € K[X,Y]\ K ein Minimalpolynom von
C diber K und f = fo+...+ fa mitd € N, Formen f; vom Grade i fiir alle i € [0,d], und f4 # 0. Dann
ist C=CNK?2 und C\C = {(a:3:0) € IP’% | (o, 8) € V(fa)\{(0,0)} } =CNVL(Z) ist endlich.

BEWEIS. Sei p = (a:0:7) € IP’% Genau dann ist p € C = V. (f*), wenn

é):O oder v=0 und f4(a,5)=0.

entweder v # 0 und f(g,
e

Damit folgt :

PECNEK? <= 7 £0 < p:(%zgzl) (& p

, eV(f)=C.

) Evy)

Genau dann ist p € C\ C, wenn p = (a:3:0) mit (0,0) # (a, 3) € V(fa), und das ist genau dann der
Fall, wenn entweder p = (a:1:0) und fy(a,1) =0, oder p = (1:6:0) und f4(1,3) = 0. Insbesondere ist
C\ C =CnNVy(Z) endlich, denn die Polynome f;(X,1) und f4(1,Y) haben nur endlich viele Nullstellen

(andernfalls wire f4(X,1) =0 und daher Y — 1] f4, ein Widerspruch, da f; eine Form ist; beziiglich
fa(1,Y) schlieBt man ebenso). O

Beispiele 2.3.5.
1. Sei L eine iiber K definierte Gerade, L = V(aX 4 bY + ¢) mit a, b, ¢ € K und (a,b) # (0,0).
Dann ist L =V (aX +bY +cZ) C JP’%, und

L\L={(u:v:0)](0,0) # (u,v) € K?, au+bv =0} = {(=b:a:0)}.

Der Fernpunkt (—b:a:0) von L ist durch die “Steigung” der Geraden gegeben (jede zwei parallele
Geraden gehen durch denselben Fernpunkt).
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2. Kreislinie. Sei o € K mit a? =a € K, m = (ug,v9) € K und
Crma ={(u,0) € K? | (u—up)* + (v —v0)*> =0’} = V((X —up)*+ (Y —v)* —a).
Dann ist Cpmq = V+((X —upZ)? + (Y —vg2)? — aZZ) C ]P’%7 und
Crma \ Cm.a = {(u:v:0) [ (0,0) # (u,v) € K2, u? +v? =0} = {(1:£i:0)}

besteht aus den beiden “absoluten Kreispunkten”, die allen Kreisen gemeinsam sind.
Betrachte speziell den Einheitskreis C; = Cp1 = {(u,v) € K? | u* + v2 = 1} und die Abbildung

T IP’% — Cy, definiert durch 7(k:1) = (20k : 1> — k* : 1> + k7).
SeiT=7|K. Esist 7(k) =7(k:1) = (2k:1—k?:1+k?), und im Falle k # +i folgt

2k 1—k?
7(k) = (1+k2’ 1+k2)'
Nach Beispiel 2 in 1.2.2 ist 7| K \ {#i} — C1 \ {(0,—1)} bijektiv. Wegen (i) = (2i:2:0) = (1:—i:0),
7(=i) = (-2i:2:0) = (1:i:0) und 7(1:0) = (0:—1:1) = (0,—1) ist T bijektiv.

24

Satz 2.4.1.

1. Sei F e K[X,Y,Z]\ K eine Form, T' =V, (F) C IP’% und C = TN K2 Genau dann ist
L # Vi (Z), wenn C # 0; dann ist C = V(F,) C K? eine Kurve, und im Falle V,(Z) ¢ T st
C=T.

2. Ist T C IP’% eine projektive Kurve, so ist |I'| = |P2?\F| = 0.

3. Seien F, G e K[X,Y,Z]\ K teilerfremde Formen. Dann ist |VL(F)NVL(G)| < 0.

4. Sei F =F{'-...-F2* mitk €N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen Formen Fy,..., F},
€1,...,€ € N und FO = F1 el Fk. Dann ist V+(F) = V+(F0), j}(V+(F)) = K[X,Y,Z] (FQ),
und im FalleT # V. (Z) st Ix(TNK?) = iy (F0x)-

BeEwEIS. 1. Seid = gr(F) € N. Ist F = Z4 soist [ = Vi (Z) und C = (. Ist F # Z<, so ist
F, = F(X,Y,1) € K[X,Y]\ K, und C =TnNK? = {(z,y) € K2 | F(z,y,1) = 0} = V(F,) eine
Kurve. Insbesondere ist dann C' # ) und I # Vi (Z). Ist Vi (Z) ¢ T, soist Z t F, also (F.)* = F und
C=V,((F.)*) =T.

2. Ist T = Vi(Z), so ist P2\ T = K * unendlich, und wegen T' D {(z:1:0) | z € K} ist auch T
unendlich. Ist T' # V, (Z), so ist C C K ? eine Kurve, und daher sind C und K 2 \ C unendlich. Wegen
' DK?nC und ]13’2? \T' D K2\ C folgt die Behauptung.

3. Da F und G teilerfremd sind, kénnen wir Z 1 G annehmen. Dann ist Vi (G) = V(G.), und
Vi(F)NVi(G) = [Vi(F)NK 2N V(Gy) U [Vi(Z)NV(Gy]. Nach Satz 2.3.4 ist V. (Z) NV (G, endlich.
Ist Vi(F) = Vi(Z), soist Vo (F)NK? = (), und wir sind fertig. Sei also Vi (F) # V,(Z). Dann folgt
VA(F)NK?NV(G,) = V(F.)NV(G,), und nach Satz 1.3.3 geniigt es, die Teilerfremdheit von F, und
G, zu zeigen. Sei f € K[X,Y]*, f|F. und f|G,. Dann folgt f*|(G.)* = G und f*|(F.)*|F, also
f* € K und daher f € K.

4. Offensichtlich ist Vi (F) = Vi (Fp), Fo € T (Vi(F)) und wixv.z (Fo) C IL (V4 (F)). Da
I (V4 (F)) von allen Formen G € K[X,Y, Z]\ K mit V, (F) C V;(G) erzeugt wird, geniigt es, zu zeigen
dass alle diese Formen in . ., (Fo) liegen. Sei also G € K[X,Y, Z]\ K eine Form mit V. (F) C V,.(G).
Es geniigt, F; |G fiir alle i € [1, k] zu zeigen, denn wegen der paarweisen Teilerfremdheit von Fy, ..., Fy
folgt dann Fy |G und G € ., , (Fo). Wir nehmen im Gegenteil an, es sei i € [1,k] und F; { G. Dann
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sind F; und G teilerfremd, und nach 2. ist Vi (F;) N Fy(G) endlich. Wegen V. (F;) C Vo (F) C F(G)
ist das ein Widerspruch zu |V, (F;)| =

ImFalleT # V, (Z)ist TNK?2= V(FO*), und da Fp, reduziert ist, folgt Jx(I'NK?2) = (Fox). O

K[X,Y]
Satz 2.4.2. Sei ' C IP’% eine tber K definierte projektive Kurve.
1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) FEs gibt keine tber K definierte projektive Kurve T'y mit T'y C T.
(b) T ist irreduzibel tiber K.
(¢) T' =V, (F) mit einer (dber K) drreduziblen Form F € K[X,Y,Z]\ K.
(d) 35(T) ist ein Primideal von K[X,Y, Z].
(e) KI[I'] ist ein Bereich.
2. T hat eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Zerlegung T = Ty U ... UTy
mit paarweise verschiedenen tber K definierten irreduziblen projektiven Kurven I'y,... T'y; diese
sind Komponenten von T diber K. Ist Vo (Z) ¢ {T1,..., Ty}, so sind T1NK?2 ... . TxNK? die

Komponenten von T’ OEQ tuber K. Insbesondere ist I' genau dann irreduzibel, wenn entweder
I =V,(Z) oder TNK? eine irreduzible Kurve ist.

3. Sei C C K2 eine Kurve. Sind C1,...,Cy die Komponenten von C iber K, so sind Ci,...,Cy
die Komponenten von C iber K. Insbesondere ist C' genau dann irreduzibel, wenn C' irreduzibel
1st.

BEWEIS. 1. (a) = (b) Offensichtlich.

(b) = (c) Sei IL(I) = xix.y.z (F) mit einer reduzierten Form F. Dann ist I' = Vi (F), und wir
nehmen an, I sei nicht irreduzibel. Dann ist F = F; F5 mit zueinander teilerfremden reduzierten Formen
F,F e KIX,)Y,Z]\ K, also ' = V(F;) UV, (F3) und daher T' = V. (F}) oder I' = V, (Fz). Sei
[' =V, (Fy). Damn folgt ., (F) =) = ., ,(F1), also F ~ Fy und F; € K, ein Widerspruch.

(c) = (d) Ist T = Vi (F) mit einer irreduziblen Form F € K[X,Y, Z]\ K, soist T (L) = ., (F)
ein Primideal.

(d) & (e) Esist K[ K[X,Y,Z]/TL(T).

(d) = (a) Seil eine iiber K definierte projektive Kurve mit I'y C T Sei I (I') = ., (F) und

T (T1) = pxyy(F1) mit F, Fy € K[X,Y,Z]\ K. Da J;(T') ein Primideal ist, ist F' irreduzibel, und
wegen 'y C Vi (F) ist F € 35 (T'y), also Fy | F. Damit folgt Fy ~ F und I'y = V (F}) = V,.(F) =T.

2. Seien I'y,...,I'y, die Komponenten von I' {iber K. Diese sind nach Definition paarweise ver-
schiedene iiber K definierte irreduzible projektive Kurven, und esist I' = I';U...UT';. Sei T' =T U...UT
eine weitere Zerlegung von I' in paarweise verschiedene tiber K definierte irreduzible projektive Kurven,
und fiir i € [1,1] sei J5(T'%) = F/). Dann sind FY, ..., F] € K[X,Y, Z] paarweise nicht-assoziierte

KXYZ](

irreduzible Formen, es ist F-...-F] reduziert und T'= V(F]-...-F}), also I} (T') = wixovz (F1 e F).
Damit folgt {I'},...,I'}} = {Fl, S VA S

Sei Vi(Z) ¢ {T'1,...,Tx} und J5() = wix.v.z) (F1 - ...+ i) mit paarweise nicht-assoziierten irredu-
ziblen Formen Fi,...,F, € K[X,)Y, Z]. Dann ist Z ¢ F =F ... - F,also F, = Fi, ... Fj,

die Primzerlegung von F.. Wegen 'N K? = V(F,) und I'; N K? = V(F;,) fiir alle i € [1,k] sind
I'nKk?,...,I'yNK? die Komponenten von I' N K 2 iiber K.

3. Fiird € [1,k] sei I (Ci) = (x4, (fi),und f = fi-...-fr. Dannsind fi,..., fy € K[X, Y] paarweise
nicht-assoziiert und irreduzibel, es ist C; = V(f;), C; = V+(f ) fiir alle ¢ € [1, k] und C = V (f). Es folgt
= ff-...- fy, die Formen f{,..., f} € K[X,Y,Z] sind paarweise nicht-assoziiert und irreduzibel,
und C' = V,(f*). Daher sind C1,...,C}, die Komponenten von C iiber K. O
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Satz 2.4.3 (Schwacher Satz von Bezout). Sind T', T'; C P% tuber K definierte projektive Kurven, so
18t Fl N Fz 7é @

BEWEIS. Jenseits unserer Moglichkeiten. O
2.5

Definition 2.5.1. Sei I' C ]P’% eine iiber K definierte projektive Kurve, J5(I') = Kixv.z (F7) mit

einer Form F € K[X,Y,Z]\ K und p € I'. p heifit reguldrer Punkt von I' iiber K, wenn

OF oF oF
— — — 0,0,0
(55 @) 55(P): 5,(P) #(0.0,0)
(sinnvoll, da die partiellen Ableitungen ebenfalls homogene Polynome sind). Ist p = (a:8:7) € T ein
regularer Punkt, so heifit die projektive Gerade

oF oF oF 9
A = Vi (55 (@B, MX + 5 (@ B,)Y + 5-(a,8,7)Z) € P%
(projektive) Tangente von I' im Punkte p (unabhéngig von der Wahl von «, 3, v; wegen

(0Bt o (0, )8+ O (. 4)y = mr(F) Flao 6,7) =0 st pe A).

I" heiflt reguldr oder glatt, wenn jeder Punkt von I' regular ist.

Satz 2.5.2. Sei ' C IP’% eine tiber K definierte projektive Kurve, C =T NK? und p € C. Genau
dann ist p ein reguldrer Punkt von I' uber K, wenn p ein requldrer Punkt von C dber K ist. Ist p ein
requlirer Punkt von C idiber K und L C K2 die Tangente von C in p, so ist L C ]P’Q? die projektive
Tangente von I' in p.

BEWEIS. Sei I (') = (F) mit einer Form F € K[X,Y, Z]\ K und p = (a:8:1) = (o, 8) € C.

K[X,Y,Z]

Dann ist I (C) = (., (Fx), und p ist genau dann ein {iber K regulirer Punkt von C, wenn
oF OF., OF,
(O w81, 0,81 = (B (0,0), Foz(0,9)) # (0,0).
Wegen
OF OF OF
(X35 + Y5y + 25, ) (@B.1) = gr(F) F(a,8,1) = 0
ist
00T (005, 1) + Ao (e 1) + 57 (0,6,1) =0
und daher
oF oF oF oF OF
(55 ®): 55 () # (0.0) genan dann, wemn (5= (), (). 5-(p)) # (0,0,0).
Dann ist OF oF.
L=V(G5 @ -a)+ FX@f)y - ) c K
und OF OF.
L=Vi (G5 B)X —aZ) + Z (@ )Y ~ ﬁZ)) C P2
Wegen
OF, oF 8F
aX(aaﬁ>:67(a7ﬂ71)a (Ot ﬂ) ( ﬂa )
und
oF oF 8F

aﬁ(aalgvl)+ﬂa (O{ ﬂ7 ) (aﬂl)—()
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folgt
OF, OF, OF oF OF
S (@ B)(X —aZ) + (@AY — B2) = 5o ()X + (D) + 5 (0)7,
und daher ist L C IP’% die projektive Tangente von I' in p. (|
2.6

Definition 2.6.1. Sei ' C }P’% eine iiber K definierte irreduzible projektive Kurve. Nach Satz
2.4.2 ist dann I (T) = wixvz (F)) mit einer irreduziblen Form F' € K[X,Y, 7]\ K, und der homogene
Koordinatenring K[I'] = K[X,Y, Z] (F) ist ein Bereich. K(I') bestehe aus allen Elementen

G+ (F)
H +K[X,Y,Z] (F)
K(T') heiit Funktionenkdrper von I' iiber K. K(T') C q(K[I']) ist ein Teilkdrper (nachrechnen!).
Sind G, Gy, H, H, € K[X,Y,Z] Formen mit gr(G) = gr(H), gr(Gi1) = gr(H1) und H, Hy ¢ (F), so
folgt

/KXYZ

K[X,Y,Z]

€ q(K[I']) mit Formen gleichen Grades G, H € K[X,Y,Z]und H &, , (F).

G+ (F) G+ (F)

H+(F)  H +(F)

Seiv € K(T) und p = (u:v:w) € T'. Man nennt v reguldr in p, wenn
G (P)
 H+(F)

und dann nennt man den nur von v und p abhéngigen Quotienten

)= G

< GH; — G1H = FQ mit einer Form Q € K[X,Y,Z].

€ K(C) mit Formen gleichen Grades G, H € K[X,Y,Z] so dass H(p) #0 ,

€ K den Wert von 7 an der Stelle p.

Fir p €T sei
o O,(T") = Op x(I') die Menge der in p reguldren v € K(I'), und
o Mp(l) = Mpx(T') = {v € Op(T') [ v(p) = 0}.
Man nennt Op(I') den lokalen Ring und Mp(I') das mazimale Ideal von I in p iiber K.

Satz 2.6.2. Sei I' C IP’% eine tber K definierte irreduzible projektive Kurve und p € I'. Dann ist
Op.i(T') ein lokaler Bereich mit mazimalem Ideal Mp k(T') und q(Op (') = K(T).

BEWEIS. Es geniigt, die folgenden (einfachen) Behauptungen nachzurechnen :
Sind v, v/ € K(I') in p regulir, so sind auch v+’ und ~9' in p regulir, (v ++')(p) = v(p) + 7' (p),
(vY)(P) = v(p)¥ (p), und im Falle v(p) # 0 ist auch y~! in p regulir. O

Satz 2.6.3. Sei C C K? eine iber K definierte irreduzible Kurve und Jx(C) = ., (f) mit
fe K[X, Y|\ K. Dann ist die Abbildung

C+(1)) Gt ()
H+(f*)/ Het(f)
(fiir Formen gleichen Grades G, H € K[X,Y,Z] mit H ¢ (f*)), ein K-Isomorphismus.

Sind %, 1, 2 € K[C] die homogenen Koordinaten von C und x, y € K[C] die Koordinatenfunktionen

von C, so folgt A . A
e=r(D) ver(d). wma wier=r(x[2 7))

7: K(C) — K(C), definiert durch 7'(
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Istp e C undy € K(C), so ist~y genau dann in p reguldr, wenn 7(7) in p reguldr ist, und dann ist
v(p) = 7(7)(p). Insbesondere ist T(Op(C)) = Op(C) und T7(Mp(C)) = Mp(C).
BEWEIS. Es sind die folgenden Eigenschaften nachzurechnen:
1) Ist H € K[X,Y, Z], so ist genau dann H ¢ (f*), wenn H, ¢ (f). Ist p = (o, 8) = (a:5:1), so ist
H(p) = H.(p).
2) Sind G, Gi, H, H; € K[X,Y,Z] Formen mit gr(G)=gr(H) und gr(Gi) = gr(H1), so folgt
G+ Gt () G+ (f)  Gu+(f)
H+(f*)  Hi+(f") H.+(f)  Hux+(f)
(damit ist 7 eine injektive Abbildung).

3) 7 ist ein Ringhomomorphismus.
4) Sind g, h € K[X,Y], gr(g) =d € Ny, gr(h) =e € Ny und h ¢ (f), so folgt
g+ () _ (Zeg* + (f*))
Zh+ ()

h+(f)

Definition und Bemerkung 2.6.4. Seien ¢q, 19, t3: K2 — IP’% die Einbettungen von K ? in die
affinen Stiicke von ]P’%7 definiert durch

1(B,7) = (1:5:7) € PA(1),  wa(a,y) = (a:l:y) € PL(2) und  w3(a, f) = (a:5:1) € PR(3).

Sei I' C }P’% eine iiber K definierte projektive Kurve, Vo (X) ¢ T', Vo (Y) ¢ T, Vi (Z) ¢ T, und sei
I = K[x,v,z](F) mit einer Form F' € KX, Y,Z\K (alsoX{F, Y{Fund Z{F). Firv € {1,2,3}
ist C, = ¢,;}(I') C K? eine iiber K definierte Kurve, und T' = ¢1(C1) Ut2(C2) Ut3(Cs). Identifiziert man
K 2 mit dem affinen Stiick HD%(V) vermdoge (,, so ist C, = TN K 2, und T ist der projektive Abschluss
von C,. Wir nennen die Kurven Cp, C2, C3 C K2 (oder auch ihre Bilder ¢1(C}), t2(Ca), t3(Cs3), mit
denen wir sie identifizieren) die affinen Sticke von T.

Explizit: Jx(Ch) = (F(LY,Z), Ix(C2) =

KY,Z]

](F(X,I,Z), Ik(Cs) = K[X,Y](F(X?Y?1)'

Sei nun T irreduzibel. Fiir alle v € {1, 2, 3} ist dann auch C, irreduzibel, und nach Satz 2.6.3 erhalten
wir Isomorphismen 7,: K(I') — K(C,) wie folgt: Ist

X,Z

_ G+ K[X,Y,Z] (F) . . .
¥ == € K(I') mit Formen gleichen Grades G, H € K[X,Y,Z] mit H ¢ ., ,(F),
H+ K[X,Y,Z] (F) o
. G(17Y7 Z) + K|Y,Z (F(17Y7 Z) G(X7 1’Z)+ K[Y,Z (F(X717Z)
S0 ist T1(y) = Y. 2] . T(y) = [v.2)
ALY, 2) & .y (F(LY, Z) HX,1L,2) T iy (FOX1,2)

( )_ G(X7Y71)+ K[X,Y](F X?Y;]‘)
PV THEY D+ o (FXY L)

Identifiziert man K(T') und K(C,) vermoge 7, so ist K[C,] C K(T') ein Teilbereich. Sind &, g, £ die
homogenen Koordinaten von I', so folgt

und

V2] kie) = k[ 2] wa k(e =K|

K[Cy] = K[

W | &>
W | <S>
—_

Wir betrachten abschlieBend noch den Spezialfall T' = V,(Z). Dann ist K[I'] = K[2,9], 3 (T) =
C, = ;) = V(Z) ¢ K? (wobei Z € K[Y,Z]), und Cy = 1,'(T) = V(Z) ¢ K? (wobei
Z € K[X,Z]). In K(T) ist

K[Cy] = K[

SHENSH

} und K[C’g]:K[

< | 8
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Auch in diesem Falle nennt man die Geraden Cj, Co C K2 (oder auch ihre Bilder ¢1(C}) und 12(Cs),
mit denen wir sie identifizieren) die affinen Sticke von T.

2.7

Definitionen und Bemerkungen 2.7.1 (Projektive Koordinatentransformationen).
1. Fir A € GL3(K) sei 64: IP’% — IP’% wie folgt definiert :

Ist (a,8,7) € K*\{0} und p=(a:6:7) € P2, soist (o/,F',7) = (o, 8,7)A € K*\{0},
p =(:p:v) e ]P’% héngt nur von p = (a:f3:7) ab, und wir setzen 64(p) =p’.
04: IP’% — IP’% ist bijektiv, 6, =04-1, und fiir A, B € GL3(K) ist 0ap = 0poba.
Eine Abbildung 6: P% — IP’% heifit eine iiber K definierte projektive Koordinatentransforma-
tion, wenn 6 = 04 mit einer Matrix A € GL3(K).
2. Fir A € GL3(K) sei 6%: K[X,Y,Z] — K[X,Y,Z] der eineutigig bestimme K-Algebrenhomo-
morphismus mit (6% (X),0%(Y),0%(2)) = (X,Y,Z) A~ € K[X,Y, Z]3.
Explizit: Ist F € K[X,Y,Z] und
ap a2 as
A7l = b1 by b3 |,
C1 C2 C3
so folgt
(05F)(X,Y,Z) = F(X,Y,Z)A™Y) = Flai X+ Y +c1 7, as X +byY +c27, as X +bsY +¢57) .
0%: K[X,Y,Z] — K[X,Y,Z] ist ein Isomorphismus, 92‘1 =041, und fir A, B € GL3(K) ist
0% = 0%, 007%.
3. Sei A € GL3(K) und F € K[X,Y, Z]\ K eine Form vom Grade d € N. Dann ist auch 8% (F') eine
Form vom Grade d, und fiir p € P2 gilt :
(03F)(0a(p)) =0 <= F(p)=0.
Insbesondere ist Vi (04 F) = 04(VL(F)).
Beweis. Fir p = (a:8:7) € IP’% gilt :
(03F)(0a(p)) =0 <= 0= (04F)((o, 3,7)A) = F((r, ,7)AA™!) <= F(p) =0

und
p e Vi(04(F)) <= (05F)(p) =0 < F(0,'(p)) =0

< O4-1(p) €eVL(F) < pela(V (F)). O
4. SeiI' C ]P’% eine iiber K definierte projektive Kurve. Dann ist 6% (9% (T')) = I (64(T)).
Beweis. Fiir eine Form F € K[X,Y, Z]\ K gilt:
F e (04(T)) < (¥pel) F(0a(p) =0 <= (Ypel) (0 'F)(p) =0
— 0 HF)€IL(l) <= Feoy(9L(). O
Insbesondere induziert 6% einen Isomorphismus
0%: K[ = K[X,Y, Z1/T5(T) — K[X.Y.Z)/35(0a(T)) = K[o(D)].
Ist insbesondere T irreduzibel iiber K und I (T) = K[X,v,z)(F) mit einer irreduziblen Form
F e K[X,Y, Z]\ K, so induziert 8% auch einen Isomorphismus 6%: K(I') — K(6(T)). Explizit:
_ G+ (F) _ 04(G) + (0A*(F))

Ist v= ﬁ(F% so folgt 074 (v) = 0% (H) + (0A*(F))
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Ist v € K(T') und p € T, so ist v genau dann in p regulér, wenn 6% () in 64 (p) regulér ist, und
dann ist y(p) = 0% (7)(0a(p)). Daher induziert 6% auch einen Isomorphismus

0% 1 Op x(L): Op k(T') — Of,p),x(T)-

Satz 2.7.2.

1. Seien Hy, Hy, Hs C IP’% drei iber K definierte projektive Geraden mit HiNHyNHs = 0. Dann
gibt es eine uber K definierte projektive Koordinatentransformation 6: ]P’% — IP%, so dass
O(Hy) =Vi(X), 0(Hz) =Vi(Y) und 0(Hs) =V, (Z), und insbesondere 6(Px\ H;) = ]P’%(z)
fir alle i € {1, 2, 3}.

2. Seien p, p’ € ]P’Z?. Dann gibt es eine uber K definierte projektive Koordinatentransformation
0: P2 — P2, s0 dass {0(p), O(p')} C P2(3).

Bewels. 1. Firi € {1,2, 3} sei H; = Vi(a;X + b)Y + ¢;Z) mit (a;, bi,c;) € K2\ {0}. Wegen
HiNHyNH; =0 ist

a; az as
A= b by bs| €GLy(K),
C1 C2 C3

und wir betrachten 6 = 04: P2 — P2 Fiir i € {1, 2, 3} ist 0a(H;) = V4 (0% (H;)), und

a;
0% (Hy) = (03 H)(X,Y, Z) = Hi((X,Y,Z)A™") = (X,Y, Z) A~ [ bi |,
ci
also (034(Hy), 0% (), 034(Hy)) = (X, Y, 2).
2. Sei p=(a:8:v) und p’' = («/:4:7'). Wir zeigen zuerst :
Es gibt ein Tripel (a,b,c) € K3\ {0}, so dass aa+ b8+ cy#0 und ad’ +b8 +cy #0 (also
Vi(aX +bY +cZ)n{p,p'} =0).
Wir kénnen a # 0 annehmen. Ist dann auch o' # 0, so leistet (a,b,¢) = (1,0,0) das Gewiinschte.
Ist o/ = 0, so ist (#,7) # (0,0), und wir kénnen ' # 0 annehmen. Im Falle § # 0 setzen wir
(a,b,¢) =(0,1,0), und im Falle 8 = 0 setzen wir (a,b,c) = (1,1,0).
Sei nun (a,b,¢) € K3\ {0} mit Vi (aX +bY +cZ)N{p, p'} = 0. Seien o, V', c,a", b", " € K,

so dass
a b ¢

a bV | eGLsy(K).

a// b// C//
Dann ist Vi (aX +bY +cZ)NVi (¢’ X+VY + Z)NV(a" X +V"Y +c¢"Z) = (. Nach 1. gibt es eine iiber K
definierte projektive Koordinatentransformation 6: IP’% — IP’%, so dass O(Vy(aX +0Y +c¢Z)) =V, (Z),
und dann ist {6(p), 6(p’)} C IP’%(B). O



CHAPTER 3

Algebraische Funktionenkorper und diskrete Bewertungen

3.1

Definition 3.1.1. Eine Korpererweiterung L/K heifit ( algebraischer) Funktionenkorper (in einer
Variablen), wenn es ein iiber K transzendentes x € L gibt, so dass [L: K(z)] < co. Man sagt dann
auch, L ist ein Funktionenkéorper iber K und nennt den relativen algebraischen Abschluss K= K
aller iber K algebraischen Elemente von L den Konstantenkorper von L/K.

Ist 2 € L transzendent iiber K, so ist # auch transzendent iiber K, und [L: K (z)] < [L: K (x)]. Daher ist
L auch ein Funktionenkorper iiber K.

Ist L = K(z) mit einem iiber K transzendenten x (also L = K(X)), so nennt man L eine rationalen
Funktionenkorper iiber K.

Beispiel 3.1.2. Sei K ein Korper, K eine algebraische Hiille von K und C C K eine iiber K
definierte irreduzible Kurve. Dann ist K(C) = K(z,y) nach Satz 1.7.2 ein Funktionenkdrper iiber K.
Ist C' absolut irreduzibel, so ist K der Konstantenkorper von K(C)/K.

Beweis: Sei C absolut irreduzibel und f € K[X,Y] ein Minimalpolynom von C. Dann ist C' irreduzibel
tiber K und daher auch iiber jedem iiber K algebraischen Oberkérper K7 D K. Seien z, y € K[C] die
Koordinatenfunktionen und sei o. E. x transzendent iiber K. Sei K der Konstantenkérper von K (C)/K.
Dann ist = auch transzendent iiber K, K(C) = K(x,y) = K(z,y), und f(z,y) = 0. Sei ¢ € K(x)*
der fithrende Koeffizient von f(z,Y) € Klz,Y]. Wegen K[z,V] & K[X,Y] ist f(z,Y) € K[z, Y]
irreduzibel, also auch in K(z)[Y], und daher ist ¢™'f € K(x)[Y] das Minimalpolynom von y iiber
K(x). Aus dem selben Grund ist aber ¢~ f auch das Minimalpolynom von y iiber K (z), und daher folgt
[K(z,y): K(2)] = [K(z,y): K(x)] = [K(z,y): K(z)] [K(z): K(x)], also [K : K] = [K(z): K(z)] =1 und

daher K = K. 0O

In obigem Beweis ist die absolute Irreduzibilitit von f notwendig. Sei K = R und C = V(X2 + Y?2).
Dann ist C C C? eine iiber R irreduzible Kurve, aber nicht absolut irreduzibel. Sind z,y € R(C)
die Koordinatenfunktionen von C, so ist R(C) = R(z,y), 2*>+y?> = 0, z~'y € R(C), und wegen
1+ (z71y)?2 =0ist 27 'y ¢ R, aber algebraisch iiber R.

Satz 3.1.3. Sei L/K ein Funktionenkérper, x € L transzendent dber K, [L:L(z)] < oo undy € L
mit L = K(x,y). Dann gibt es ein bis auf Faktoren aus K* eindeutig bestimmtes irreduzibles Polynom
f e K[X,Y]\ K mit f(x,y) = 0. Sei K eine algebraische Hiille von K, C = V(f) C K2, und sei-
en xzco,yc € K(C) die Koordinatenfunktionen von C. Dann g¢ibl es genau einen K-Isomorphismus
O: L — K(C) mit ®(x)=2¢c und P(y) =yc.

BEWEIS. Existenz und Eindeutigkeit von f: Es geniigt, zu zeigen: J = {g € K[X,Y] | g(z,y) = 0}
ist ein von einem irreduziblen Polynom erzeugtes Hauptideal von K[X,Y]. Day iiber K (x) algebraisch ist,
gibt es ein go € K(z)[Y]® mit go(y) = 0, und nach Hochmultiplizieren der Nenner kann man go € K[z,Y]
annehmen. Daher gibt es ein ¢ € K[X,Y]* mit g(z,Y) = go. Es ist dann g(x,y) = 0, also auch

23
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f(x,y) = 0 fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X,Y] mit f|g. Daher ist f € J, also (f) C J und wir
zeigen J = (f).

Wir nehmen an, es gebe ein Polynom g € J \ (f). Sei R = K[X]. Dann sind g und f teilerfremd in
R[Y], und daher gibt es Polynome p, ¢ € R[Y] = K[X,Y] mit pf + qg =r € R* = K[X]*. Damit folgt
p(z,y) f(z,y) + q(z,y)g(z,y) = r(z) = 0, ein Widerspruch zur Transzendenz von z.

Wegen Kz,y] =2 K[X,Y]/(f) & Klzc,yc] = K[C] gibt es einen Isomorphismus ®¢: Klz,y] — K[C]
mit &g | K = idK, ®p(x) = z¢ und Pg(y) = yo. Die Fortsetzung von @ auf die Quotientenkorper
leistet das Gewtinschte. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich. O

3.2

Satz 3.2.1. Sei L/K ein Funktionenkorper. Ist x1 € L transzendent iber K, so ist [L:K(z1)] < oo.

BEWEIS. Sei # € L transzendent iiber K mit [L: K(z)] < co. Dann ist 27 algebraisch tiber K(z),
und es sei f € K(2)[X1]® mit f(z1) = 0. Nach Hochmultiplizieren der Nenner erhalten wir ein Polynom
F e K[X,X;] mit F(z,21)=0. Sei

F= Zal,(Xl)X” mit a,(X1) € K[X1], a,(X1)=0 fur fast allev >0
v>0
Wegen F # 0 gibt es ein v > 0 mit a,(X1) # 0. Da z; {iber K transzendent ist, folgt a,(z1) # 0, also
F(z1,X) € K[X;]* und F(x1,x) = 0. Daher ist « algebraisch tiber K(z1), und
[L:K(x1)] = [L:K(x1,2)] [K(z1,2): K(z1)] < [L: K(2)] [K(21)(2): K(21)] < 00. O

3.3

Definition 3.3.1. Sei L ein Kérper und O C L ein Teilring mit L = q(O).
1. O heifit Bewertungsbereich (von L), wenn gilt: Fiir allex € L\ O ist 27! € O.
2. O heifit diskreter Bewertungsbereich (von L), wenn O faktoriell ist bis auf Assoziierte genau
ein Primelement ¢ besitzt (dann hat jedes z € L* eine eindeutige Darstellung z = t"u mit
n € Z und u € O%; insbesondere ist entweder z € O (fallsn > 0) oder 27! € O (fallsn <0),
und daher ist O ein Bewertungsbereich.

Satz 3.3.2. Sei L ein Kdrper und O C L ein Teilring mit L = q(O).
1. Ist O ein Bewertungsbereich, so ist O lokal und P =0\ O* ={z71 |z € L\ O} U{0} sein
mazimales Ideal.
2. Sei O ein diskreter Bewertungsbereich und t € O ein Primelement.

(a) O ist ein Hauptidealbereich, und {(t") | n € N} ist die Menge aller von {0} verschiedenen
echten Ideale von O. Insbesondere ist (t) = O\ O* das maximale Ideal von O.

(b) O C L st ein mazimaler Teilring.

BEWEIS. 1. Definitionsgemi8 ist O\ O* D {z7! | z € L'\ O} U {0}. Ist umgekehrt z € O\ O
und z # 0, soist =27t € L\ O und z = 27!, Es bleibt also zu zeigen, dass O \ O* ein Ideal von
Oist. Ista € O\ O* und r € O, so ist auch ra € O\ O*. Seien nun a, b € O\ O*. Wir miissen
a+be O\ O* zeigen und kénnen dafiir ab # 0 annehmen. Dann ist a='b € O oder ab=! € O. Sei etwa
ab=' € O. Dannist a+b="0blab"! +1) € O\ O*.

2.(a) Sei {0} #I < O. Ist 0 # a € I, so gibt es ein m € N und ein u € O mit a = t"u, also
t™ = u~'a € I, und daher existiert n = min{m € N | ¢t™ € I}. Esist (t") C I, und wir behaupten
Gleichheit. Sei 0 #a €I, a =t"u mit m € Nund u € O*. Dann ist ™ = u~'a € I, also m > n, und
a =My € (1),
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2.(b) Sei O C O C L ein Teilring und z € O’ \ O. Dann ist x =t "u mit n € N und v € O*, also
t7l ="y~ lz € O, und ist folgt L = O[t~'] C O, also O’ = L. O

Satz 3.3.3 (Existenzsatz fiir Bewertungsbereiche). Sei L ein Korper, R C L ein Teilbereich und
{0} # 1 C R ein Ideal. Dann gibt es einen Bewertungsbereich O von L mit mazimalem Ideal P = O\O*,
so dass RC O und I C P.

BEWEIS. Sei 2 die Menge aller Bereiche S mit R C S C L, so dass gl # S. Dann ist R € Q,
also Q # ), und wir zeigen mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas, dass £ ein maximales Element besitzt.
Sei (Sx)aea eine Kette in © und S = (Jycp Sa- Dann ist S C L ein Teilring. Wire S = g1, so folgte
1=s1a1+ ...+ spa, mit ay,...,a, € I und sq,...s, € S. Da (S))reca eine Kette ist, gibt es ein v € A
mit {s1,...,8.} C Sy, also 1 € g, (I), ein Widerspruch. Wegen I # {0} ist S # L, also S € Q.

Sei nun O € Q maximal und J = o(I). Wegen {0} C J C O ist O # L, und wir zeigen, dass O ein
Bewertungsbereich von L ist. Wir nehmen im Gegenteil an, es sei z € L* mit 2 ¢ O und 27! ¢ O. Dann
ist O C Ofz] und O € O[z7'], und wegen der Maximalitit von O ist op,)(I) = op(J) = O[z] und
op=—1(J) = O[z7']. Dann bestehen Gleichungen der Form

n m
1:Zaizi und 1:ij(z_1)j mit n,meN und ag,...,an, bg,...,bm € J.
i=0 §=0

Wir nehmen an, m und n seien minimal mit dieser Eigenschaft, und es sei m < n (Symmetrie von z und
2~1). Dann folgt

n

m m
1—0by= Z(l —bo)a;z" und a,z" = ijanz"_j , also (1 —bg)ayz" = Zanbjz"_j ,
i=0 j=0 j=1

und wir erhalten
n—1 m n—1
1="by+ (1 —bg)ag + Z(l —bg)a;z" + Zanbjz”ﬂ = Z c,z” mit c¢,...,ch_1€J,
i=1 j=1 v=0

ein Widerspruch zur Minimalitat von n. (]
3.4

Satz 3.4.1. Sei L/K ein Funktionenkorper mit Konstantenkorper K und O ein Bewertungsbereich
von L mit mazimalem Ideal P und K C O.
1. Bsist KC O und K* C O%.

2. Sein € N, und seien x1,...,x, € P\ {0}, so dass x; € x;41 P fir allei € [1,n—1]. Dann ist
n < [L:K(x1)] < 0. Insbesondere ist jedes x € P\ {0} transzendent iber K.

3. O ist ein diskreter Bewertungsbereich.

Proor. 1. Es geniigt, K C Oz zeigen, und wir nehmen an, es sei a € K \ O. Dann folgt a=! € O,
also K[a™1] C O, und da a iiber K algebraisch ist, folgt a € K[a~!] C O, ein Widerspruch.

2. Wegen x; € P\ {0} ist 27" ¢ O, also 2" ¢ K. Daher ist z7! und damit auch z; transzendent
iber K und [L:K(z1)] < oo nach Satz 3.2.1.

Wegen z; € x; 1 P firallei € [1,n—1] ist z; € ;P fir alle 4, j € [1,n] mit ¢ < j, und wir zeigen
die lineare Unabhéngigkeit von z1,...,z, tber K(z1) (man beachte K(x1) = K[X]). Wir nchmen im
Gegenteil an, es bestehe eine Relation

ngiaci mit ¢1,...,¢0n € K(z1) und (¢1,...,9n) # (0,...,0).

i=1
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Wir kénnen annehmen, dass @1, ..., 9, € K[z1], und dass es ein k € [1,n] gibt, so dass ¢ ¢ x1 K[z]
und ¢; € x1K[z1] fur alle ¢ € [k + 1,n]. Dann folgt

k—1 n
-1 -1
—pr = E PiTy T + E PiTy,  Ti
i=1 i=k—+1

Firi e [1,k — 1] ist o; € 1P, also (pimglxi € K[z1]P C OP = P. Fir i € [k + 1,n] ist ¢; = x1); mit
¥; € K[z1] C O, und gaxlzlxi = 1/)io:iz,:1x1 € P. Daher ist g € P. Aber ¢ = a + x1% mit a € K* und
1 € K[z1], und daher folgt a = ¢ — 19 € PN K>, ein Widerspruch.

3. Sei (x;);>1 eine Folge in P\ {0}, so dass fiir alle i > 1 gilt:

(x1,...,2:) € (z1,...,xi41), falls (r1,...,2;) TP, und x,41 =x; sonst.

=

Sei n € N, so dass (z1,...,2;) C (z1,...,2;41) fir alle i € [1,n — 1]. Fir alle ¢ € [1,n — 1] ist dann

Zip1 ¢ x;0, also x;lxiﬂ ¢ O und daher a:ix;rll € P, also x; € 2,41 P. Wegen 2. folgt n < [L:K(z1)].
Daher gibt es ein n € N mit P = (z1,...,z,). Daher ist P endlich erzeugt.

Sei {y1,...,ym} ein minimales Erzeugendensystem von P. Wire m > 2, so folgte yo ¢ 310, also
Y1 ye ¢ O und daher yy; ' € O, folglich y; € y2O und P = (y2, . . ., Ym) im Widerspruch zur Minimalitéit
von m. Daher ist P ein Hauptideal, P = (¢) mit einem Primelement ¢ € O.

Wir zeigen nun, dass jedes x € O° eine eindeutige Darstellung « = t"u mit n € Ny und u € O besitzt
(dann ist O faktoriell und ¢ ist bis auf Assoziierte das einzige Primelement). Die Eindeutigkeit ist klar,
da t ein Primelement ist. Fiir den Nachweis der Existenz sei x € O°. Ist x € O, so ist nichts zu zeigen.
Sei also x € P. Dann geniigt es, die Existenz eines n € N mit ¢" |z und t"*! { z zu zeigen, denn dann ist
t~"x € O\ (t) = O*. Wir nehmen im Gegenteil an, es sei t" |z fiir alle n € N. Fiir i € N sei z; = t! 7'z,
also x; = tw;41 € x;41 P. Nach 2. folgt nun n < [L:K(a)] < oo fiir alle n € N, ein Widerspruch. O

Satz 3.4.2. Sei L/K ein Funktionenkérper und K C O C L ein lokaler Teilbereich mit mazimalem
Ideal P = O\ O*. Ist P ein Hauptideal, so ist O ein diskreter Bewertungsbereich.

BEWEIS. Sei P = (t) mit einem Primelement ¢t € O. Wir zeigen, dass jedes a € O° eine Darstellung
a = t"u mit n € Ng und u € O* besitzt, und dafiir geniigt es, zu zeigen, dass es ein maximales n € N
mit ¢" | a gibt. Nach den Sédtzen 3.3.3 und 3.3.2 gibt es einen diskreten Bewertungsbereich O von L mit
maximalem Ideal P’ = (t'), so dass O C O’ und (t) C (¢'). Dann ist aber

) c (™) = {0},

n>0 n>0
und daher gibt ein maximales n € N mit a € (t"), also t" | a. O
3.5

Satz 3.5.1. Sei K ein Korper, K eine algebraische Hiille von K, C C K? eine iiber K definierte
irreduzible Kurve und p = (o, ) € C.

1. Ist p ein tber K reguldrer Punkt von C, so ist Op k(C) ein diskreter Bewertungsbereich.
2. Ist Op k(C) ein diskreter Bewertungsbereich und K(a, 5)/K separabel, so ist p ein reguldrer
Punkt von C.

BEWEIS. Sei Ik (C) = y.y(f) mit einem irreduzibelen Polynom f € K[X,Y]. Fiir g € K[X,Y] sei

G=9+(f) =¢g|C € K[C], und seien z = X, y =Y die Koordinatenfunktionen von C.
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1. Sei p ein iiber K regulérer Punkt von C. Nach Satz 1.6.2 liegt p in genau einer Komponente
Cy von C iiber K und ist ein reguldrer Punkt von Cy. Sei J(Cy) = Rix.y] (fo) mit einem irreduziblen

Polynom fy € K[X,Y]. Dann ist fo| f in K[X,Y], der kanonische Homomorphismus
K[X,Y] — K[Cy], definiert durch g — g¢|Cy,
hat Kern K[X,Y]N . (fo) = xxy,(f) und induziert einen Monomorphismus

K(X,Y]
K[C] — KJ[Ci], gegeben durch ¢ — ¢|Ch,
verméoge dessen wir K[C] C K[Cy] als Teilring auffassen. Dann ist auch K(C) C K(C}), und

Opic = {% ( u, v € K[C], v(p) # o} — 0, %(C1) N K(C).

Wir zeigen, dass O,  ein diskreter Bewertungsbereich von K(Cy)ist (dannist Op x = 0, #(C1)NK(C)
ein Bewertungsbereich von K(C), also nach Satz 3.4.1 ein diskreter Bewertungsbereich. Da O, %(C)
lokal ist, geniigt es nach Satz 3.4.2 zu zeigen, dass das maximale Ideal Mp,f(c) ein Hauptideal ist.

Sei daher im Folgenden K = K, Jx(C) = xix.v (f) und ohne Einschrénkung g—{;(p) # 0. Dann ist
f=(C=B)fi — (X —a)fo mit fi, f» € K[X,Y] und fi(a, ) 0. Dann st J(p) # 0 und

0=F ==~ @-alfs, aho y=f=(-a)e o0 f@-a).
1

und daher My (C) = o, ) (T — a).

2. Sei m, € K[X] das Minimalpolynom von « und mg € K[Y] das Minimalpolynom von § iiber
K. Dann M, = mq(x) und mg = mg(y). Da K(x,y)/K transzendent ist, folgt (T, mg) # (0,0). Da
Op(C) ein Bewertungsbereich von K (C) ist, folgt: Ist mamg # 0, so ist entweder ngma € 0,(0)
oder m;'ms € Op(C). Wir nehmen an, es sei mg # 0 und mglma € Op(C). Dann existieren
Polynome ¢, h € K[X,Y] mit h(p) # 0 und

M,

, also mgh —mgg=Qf miteinem Polynom @ € K[X,Y].

mg

SRS

Wir betrachten nun die partiellen Ableitungen nach X and der Stelle p. Wegen

8ma ’ am
f(p)207 ma(p):ma(a):O, oX (p):ma(p)yé(), mg(p):mﬁ(ﬂ):() und T;ZO
folgt
- / af af
mi(P)h(p) = Q(P) 55 (p) # 0 und daber % (p) #0. O

3.6

Definition 3.6.1. Sei L ein Korper und oo ein neues Symbol, fiir das wir folgende Konventionen
vereinbaren: Fiir alle k € Z U {oo} ist k 4+ 0o = 0o + k = 0o und k = min{k, 0o} < 0.

Eine diskrete Bewertung oder FEzxzponentenbewertung von L ist eine Abbildung v: L — Z U {oc}, so
dass fiir alle a, b € L gilt:

e v(a) =co if and only if a=0.

e v(ab) = v(a) + v(b).

e v(a+b) > min{v(a), v(b)}.
Ist v eine diskrete Bewertung von L, so heiit O, = {z € L | v(z) > 0} der Bewertungsbereich oder
Ganzheitsbereich und P, = {z € L | v(z) > 0} das Bewertungsideal von v.
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Bemerkungen 3.6.2. Sei L ein Kérper und v: L — Z U {oo} eine diskrete Bewertung.

1. v|L*: L* — Z ist ein Gruppenepimorphismus. Insbesondere ist v(1) =0 und v(a™!) = —v(a)
fiir alle @ € L*.

2. Fiir jede Einheitswurzel z € L ist v(z) =0
[denn: Ist n € N mit 2™ =1, so folgt 0=wv(z") =nv(z) und daher v(z) =0].

3. Fir alle a, b€ K ist v(—a) =wv(a) und v(a —b) > min{v(a), v(b)}.

4. Sind a, b € L mit v(a) < v(b), so ist v(a £ b) = v(a).
[Beweis: Wire v(a+b) > v(a), so folgte v(a) = v((a+b)+(=b)) > min{v(a+0d), v(b)} > v(a),
ein Widerspruch |.

5. Seien n € Nund ay,...,a, € L. Dann gilt:
(a) Ist v(a1) < v(a;) fur alle i € [2,n], soist v(a; + ...+ an) = v(a).
(b) Ist a1 +...4+a, =0, so gibt es Indizes 4, j € [1,n] mit ¢ # j und v(a;) = v(a;).
[ Beweis U!]

Satz 3.6.3. Sei L ein Korper und v eine diskrete Bewertung von L. Dann ist O, ein diskreter
Bewertungsbereich von L mit mazimalem Ideal P,, und Of = O, \ P, ={x € L|v(x) =0}. FirteL
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) t ist ein Primelement von O, ; b) P, =(t); c) v(t)=1.
Ist K C L ein Teilkérper, so ist genau dann v|K* =0, wenn K C O,.

BEWEIS. Sind a, b € O,, so folgt v(a —b) > min{v(a), v(b)} > 0 und v(adb) = v(a)+v(b) > 0, also
a—be O, und ab € O,. Daher ist O, C L ein Teilbereich.

Ist z € L\ O,, soist v(z) < 0, also v(z™!) = —v(z) > 0 und daher 27! € O,. Daher ist
L =q(0,). Ist z € L*, so ist genau dann = € O, wenn z € O, und 2! € O,,, wenn also v(z) > 0 und
—v(z) =v(z~t) > 0. Damlt folgt OF ={z € LX | v(x) =0} = Oy \ By.

Sind a, b € P, und ¢ € O,, so folgt v(a —b) > min{v(a), v(b)} > 0 und wv(ca) = v(c) + v(a) > 0,
also a—b € P, und ca € P,. Daher ist P, C O, ein Ideal, und wegen P, = O, \ O ist O, lokal mit
maximalem Ideal P,.

Wir zeigen nun:

A. Ist t € K mit v(t) = 1, so hat jedes a € OF eine eindeutige Darstellung a = t"u mit n € Ny
und u € O.F.

Beweis von A. Seit € L mit v(t) =1. Ist a € O und v(a) = n, soist v(t "a) = —nv(t) +v(a) =0,
also folgt u = t™"a € O und a = t"u. Ist umgekehrt @ = t"u mit n € Ny und v € O, so folgt
v(a) = no(t) + v(u) = n. O[A]

Sei t € K mit v(t) = 1. Nach A ist O, faktoriell, und ¢ is bis auf Assoziierte das einzige Primelement
von @,. Daher ist O, ein diskreter Bewertungsbereich, es folgt die Implikation ¢) = a), und nach Satz
3.3.2 ist a < b). Fiir den Nachweis von a) = c¢) sei ¢« € K* mit v(a) = 1. Dann ist a € O}, also
a=t"u mit n € Ny und u € O, es folgt 1 = nv(t) und n = v(t) = 1.

Ist K C L ein Teilkorper, so ist genau dann K C O,, wenn K* C O, wenn also v | K* = 0. |

Definition und Satz 3.6.4. Sei R ein faktorieller Bereich, L = q(R) und t € R® ein Primelement
von R. Dann hat jedes x € K* eine Darstellung x = t"u~*v mit n € Z und u,v € R\ (t). Dabei
ist n durch x und das Primideal ,(t) eindeutig bestimmt und heifit t-adischer Wert von x. Wir setzen
ve(x) =n und v (0) = co. Dann ist vi: L — Z U {oco} eine diskrete Bewertung von L, wv(t) = 1,
Oy, ={u'c|u,ceR, u¢ (t)} DR und Py, ={u"'c|lu,ceR, ud¢ (), ce(t)}= o,t).
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Ist R ein Hauptidealbereich, so ist (t) ein mazimales Ideal von R, und die Finbettung R — O,
induziert einen Isomorphismus R/,(t) = O, /P.,.

Die diskrete Bewertung v; heiit t-adische Bewertung von L (sie hdngt nur vom Primideal ,(t) ab.)

BEwEIs. Die Existenz einer Darstellung fiir z € L>* wie behauptet ist klar. Zum Nachweis der Ein-
deutigkeit von n sei ,(t) = ('), = = t"u"'v = t"'u'""' mit n, n’ € Z, u, v, w, v € R\ ,(t), und
es sei n > n/. Dann gibt es ein e € R* mit ¢’ = et, und es folgt t""e ™ u'v = wv' ¢ (t), also n = n’.

Um v; als diskrete Bewertung nachzuweisen, geniigt es, zu zeigen, dass vi(z122) = ve(z1) + ve(22)
und vi(z1 + x2) > min{ve(x), ve(xo)} fir alle x1, o € L*. Fir i € {1, 2} sei a; = t"iui_lvi mit
n; = vy(1;) € Z, uy, v; € R\(t) und ny > ny. Dann folgt z129 = ™72 (ugus) “tvive mit ujusvive & (1),
also vi(z129) = ng +ng, und 1 + 2o = "2 (t" "2 Um0y + ugve) (uguz) Tt = "2 0w (uyug) Tt mit § € Ny
und w € R\ (t), also v¢(x1 + 22) = na + 6 > na.

Nach Definition ist R C O,, und t € P,,, also auch o, (t) C P,,. Ist 2 = v 'c mit u € R\ (t)
und ¢ € R, so ist vi(z) = v(c) > 0, also z € O,,, und im Falle ¢ € (t) ist ve(x) = vi(c) > ve(t) = 1,
also x € P,,. Ist z € O,,, soist = = t"u"lv mit n = v(z) > 0 und u, v € R\ (¢), also z = u~le
mit ¢ = t"v € R. Ist z € P,,, so ist n > 0, also ¢ € (t) und daher = € o, (t) C P,,. Damit sind die
Behauptungen iiber O,, und P,, gezeigt.

Sei nun R ein Hauptidealbereich. Ist w € R mit (¢) C (u) C R, so folgt u ¢ R* und w|¢, also u ~ ¢t
und (u) = (t). Daher ist (£) maximal, und wegen o, (t) VR = {z € R |vi(z) > 0} = g(t) induziert die
Einbettung R — O,, einen Monomorphismus ¢: R/, (t) — Oy, /0,,(t) mit @b+ r(t)) =0+ o0,,(t).
Ist # = utc € O, mit u,c € Rund u ¢ (t), so ist R = g(u,t), und daher gibt es m, n € R mit
c=wum+tn und daher x+ o, (t) = p(m + g(t)). Folglich ist ¢ ein Isomorphismus. O

Satz 3.6.5. Sei L ein Korper.

1. Sei O ein diskreter Bewertungsbereich von L undt € O ein Primelement. Dann ist die t-adische
Bewertung vy von L eine diskrete Bewertung mit O,, = O.

2. Seiv: L — ZU{oo} eine diskrete Bewertung und t € O, ein Primelement. Dann ist v = v;.
BEwEIS. 1. Nach Satz 3.6.4 ist v; eine diskrete Bewertung von L, und nach Satz 3.3.2 geniigt es,
0O,, C O zu zeigen. Ist z € O,,, so ist z = u"le mit u, c € O und u € O\ (t) = O* und daher z € O.

2. Nach Satz 3.6.3 ist v(t) = 1. Ist z € L™, soist z = t"u mit n € Z und u € O;f = O, \ (t), und
daher folgt v(z) = n = v(x). O

Satz 3.6.6 (Vergleichssatz fiir diskrete Bewertungen). Sei L ein Korper, und seien v und v’ diskrete
Bewertungen von L. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) v="1'.

(b) O, C Oy

(¢c) P, CPy.

(d) {zeLjv(z)>0}C{xeLl]|d(x)>0}.

(e) {zeL|v(x)>0}Cc{xel|v(x)>0}.

BeEWEIS. (a) = (b), (¢) = (d) und (e) = (b) Offensichtlich.

(b) = (a) und (b) = (¢) Nach Satz 3.3.2.2(b) ist O, = O, und daher P, = P,y = (t) mit ¢t € O,.
Nach Satz 3.6.5.2. ist dann v = v; = v’.

(d) = (e) Wir nehmen an, es sei € L mit v(z) > 0 und v'(z) < 0. Dann ist v(x) = 0, und es sei
t € Pmit v(t) =1. Dann ist v'(t) =r € N, v(z"t) =rv(z) +v(t) =1 und

v'(2"t) = rv'(x) +0'(t) < —r+7r =0, ein Widerspruch. O
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Satz 3.6.7 (Schwacher Approximationssatz). Sei L ein Korper, n € N, und seien vy, ...,v, ver-
schiedene diskrete Bewertungen von L. Seien (x1,...,z,) € L™ und (ri,...,7,) € Z™. Dann gibt es
ein x € L, so dass v;(x —x;) =1 fir alled € [1,n].

BEWEIS. Wir beginnen mit drei Zwischenbehauptungen A, B und C.
A. Esgibt ein u € L, so dass v1(u) > 0 und v;(u) < 0 fiir alle ¢ € [2,n].

Beweis von A. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

n = 2: Nach Satz 3.6.6 gibt es uy, ug € L* mit wv1(u1) < 0, wo(uy) > vi(uz) > 0 und
va(uz) < 0. Dann ist Ul(ul_lug) = —vy(u1) +v1(u2) >0 und wva(uj Lug) = —’U2(U1) + va(ug) < 0.

n>3,n—1—mn:Seiy € L™ mit v1(y) >0 und v;(y) <0 firalle: € [2,n—1]. Ist dann v, (y) < 0,
so sind wir fertig. Sei also v,(y) >0, und sei z € L™ mit v1(z) >0 und v,(z) <0. Da v;(y) # 0 fiir
alle i € [1,n — 1], gibt es ein » € N mit rv;(z) # v;(y) fir alle i € [1,n —1]. Sei nun w =y + 2". Dann
ist v1(w) > min{v1(y),rv1(2)} > 0, und fiir alle i € [2,n] ist v;(u) = min{v;(y), rv;(z)} <O. O[A]

B. Esgibt ein w € L mit v1(w—1) >r; und v;(w) >r; fir alle i € [2,n].

Beweis von B. Sei w € L mit vi(u) > 0 und wv;(u) < 0 fiir alle ¢ € [2,n]. Fir s € N sei
w=(1+u*)"1 also w—1=—u(1+wu*)"t. Dannist vy(w — 1) = sv(u) — vi(1 +u®) = svy(u) >

fiir s> 1. Furi € [2,n] ist v;(w) = —v;(1 +u®) = —sv;(u) > r; fir s> 1. O[B]
C. Furalle (y1,...,yn) € L™ gibt esein z € L, so dass v;(z —y;) > r; fiir alle i € [1,n].
Beweis von C. Sei (y1,...,yn) € L™ und s € Z, so dass v;(y;) > s fiir alle 4, j € [1,n]. Nach B
gibt es wi,...,w, € L, so dass v;(w; —1) >r; —s und v;(w;) >r; —s firalle ¢, j € [1,n] mit j # 4.

Sei nun z = yywy + ... + ypw,. Fir alle i € [1,n] folgt dann

z2—y; = Zijj +yi(w; —1) und vi(y;(w; —1)) > s+ (r; —s).
i
Fiir j € [1,n] mit j # 14 ist v;(y;w;) > s+ (r; — s) = r;, und daher ist auch v;(z —y;) > r;. O[C]
Figentlicher Beweis. Fir ¢ € [1,n] sei z; € L mit v;(%;) = ;. Nach C gibt es z, 2/ € L, so dass
vi(z — ;) >r; und v (2 — z;) >r; furalle ¢ € [1,n]. Sei @ = z 4 2/, Fiir alle ¢ € [1,n] folgt dann

vi(x —x;) = Uz'((Z —x;) + (2 — z) + zi) =min{v;(z — x;), v;(z — 2;), vi(z;)} =75 . O
3.7

Definition 3.7.1. Sei L/K ein Funktionenkorper. Eine Teilmenge P C L heifit Stelle von L/K,
wenn P das maximale Ideal eines Bewertungsbereiches O von L mit K C O ist. Nach Satz 3.3.2 ist dann
O ein diskreter Bewertungsbereich, P = (t) ist ein Hauptideal von O, nach Satz 3.6.5 ist O = O,,, und
nach Satz 3.6.3 ist v | K™ = 0. Nach Satz 3.6.6 sind O und v durch P eindeutig bestimmt.] Man nennt
O = Op den Bewertungsbereich und v = vp die Bewertung zur Stelle P (es ist dann Op = O,,, und
P = P,,. ). Jedes Primelement ¢ von Op heit Ortsuniformisierende oder lokaler Parameter von P.
Der Korper Lp = Op/P heiBt Restklassenkorper von P. Es bezeichne P = Py x die Menge aller
Stellen von L/K.

Sei K der Konstantenkdrper von L/K und P € Pr. Nach Satz 3.4.1 ist KcOp und PNK = {0}.
Die Einbettung K < Op induziert einen Monomorphismus K—L p, und wir betrachten fiirderhin K
als in Lp eingebettet. Dann ist K C K c Lp, und nach Satz 3.7.2 ist deg(P) = [Lp: K] < co. Man
nennt deg(P) den Grad von P. Fiir d € N bezeichne P¢ die Menge aller Stellen vom Grade d.

Fiir P € Py, und z € L definieren wir z(P) € Lp U {oo} durch
2(P)=z+Pe€Lp, falls z€Op, und z(P)=oc0, falls ze€L\Op,
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und wir nennen z(P) den Wert der Funktion z an der Stelle P. Aufgrund der Einbettung K < Lp
gilt fir z(P) = z fiir alle z € K und alle P € P;,. Die Abbildung z +— z(P) ist ein K-Algebrenepi-
morphismus Op — Lp.

Sei z € Lund P € Py. Ist z(P) = 0, so nennt man P eine Nullstelle von z; es ist dann vp(z) > 0, und
man nennt vp(z) die Nullstellenordnung von z in P. Ist z(P) = oo, so nennt man P eine Polstelle von

z; es ist dann vp(z) < 0, und man nennt —vp(z) die Polstellenordnung von z in P. Es bezeichne N(z)
die Menge der Nullstellen und P(z) die Menge der Polstellen von z. Offensichtlich ist P(z) = N (271).

Satz 3.7.2. Sei L/K ein Funktionenkérper mit Konstantenkorper K.
1. Seix e L\ I~(, r €N, und seien Py,...,P. € Py, verschiedene Nullstellen von x. Dann ist

va )deg(P;) < [L:K(z)] < 0.

2. Sei P € Py, und 0 # = € P. Dann ist [K:K] < deg(P) < [L: K (z)] < co. Ist insbesondere
PL#£0, soist K=K.
3. Fir x€ L\ K ist 0< |N(z)| <[L:K(z)] <oo und 0< |P(z)| <|[L:K(z)] < cc.
4. Fir jedes v € L* ist vp(x) = 0 fir fast alle ( das heifst, fir alle bis auf endlich viele) P € Pr,
und K* ={x € L* |vp(x) =0 firalleP €Py}.
5. ‘]P}L| =0
BEWEIS. Nach Satz 3.2.1 ist [L: K (z)] < co. Fiir i € [1,7] sei v; = vp,, e; =v;(z) €N (daz € P;)
und f; € N mit f; < deg(F;). Seien $;1,...,8: 5 € Op,, so dass die Werte s;1(P;),..., s (P;) € Lp,
iiber K linear unabhéngig sind. Nach Satz 3 6.7 gibt es ein ¢; € L mit v;(¢;) = 1 und vk( ;) = 0 fiir alle
ke [1,r]\{i}. Fir allei € [1,7] und j € [1, f;] gibt es Funktionen z; ; € L mit
vi(sij; —2;) >0 und vg(z ;) > e, furalle ke[l,7]\{i}.
Dann ist z; j = 85 — (8i,; — 2i,;) € Op,, also v;(2; ;) > 0. Nun zeigen nun:
Die Menge {tiz;|i€[1,7], j€[l,fi], a€[0,e; —1]} ist linear unabhéngig tiber K(x).
Damit folgt dann

x)] > Zeifi = Z’Upi (z)f; und daher auch 1> va ) deg(P,
i=1 i=1

Wir nehmen im Gegenteil an, es bestehe eine Relation der Form

fi ei—1

Z Z Z Yijati zij =0 mit ¢;;,€ K(z), nichtalle=0.

i=1 j=1 a=0
Wir konnen annehmen, dass ¢; ;o € K[z] C Op, fiir alle 4, j, a, aber ¢; ; ¢ xK[z] fiir mindestens
ein Indextripel (i,7,a). Sei k € [1,7], 1 € [1, fx] und ¢ € [0,ex — 1], so dass ¢ ¢ zK]x], aber
©Vk,ja € cK[z] fiur alle a € [0,¢—1] und j € [1, fx]. Dann ist

fi ei—1

Y= Z Z Z ijatity“zi; =0, und wir betrachten y(P).
i=1 j=1 a=0
o Fiirallei e [1,r]\{k}, je[l, fi]und a € [0,e; — 1] ist vi(@sjatlty zij) > —c+er>0.
o Firalle j € [1, fy] und a € [0,c — 1] ist g ;0 € 2K[z] C 2O0p,, also vi(¢r,ja) > vi(x) = eg,
und daher v(@k oty “2x;) > ex +a—c>0.
o Fiiralle j € [1, fy] und a € [c+ 1,e, — 1] ist v(pkjaty “2rj;) > a—c>0.
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Daher folgt
fr I

0= = Orje(Pr)zri(Pe) = @k je(Pe)si i (Pr) -
j=1 j=1

Fir j € [1, fi] sel prjc = a; + x1p; mit a; € K und ¢; € Kz] C Op, also ¢ j(Pr) = a; € K fur
alle j € [1, fx], und damit folgt a; = 0 fiir alle j € [1, fx] wegen der linecaren Unabhéngigkeit der sy ;(Px)
iiber K. Insbesondere ist dann aber ¢y ;.= a; + 2, = 2y, € xK|z], ein Widerspruch.

2. Ist z € P, so ist P eine Nullstelle von z, und aus 1. folgt deg(P) < vp(z)deg(P) < [L: K(x)].
Wegen K C K C Lpist [K:K| <[Lp:K]=deg(P).

3. Ist v € L*, soist P(z) =N(z7!) und K(z) = K(x~!), und daher gehiigt es, die Aussagen fiir
N (z) zu beweisen. Sind P, ..., P, € N(x) verschieden, so folgt aus 1.

r < va Ydeg(P;) < [L: K(z)]

und daher |N(z)| < [L:K(x)]. Ist # € L\ K, soist {0} # I = 2K[z] C K[z] ein echtes Ideal, und
nach Satz 3.3.3 gibt es einen Bewertungsbereich O von L mit maximalem Ideal P, so dass € P. Dann
ist aber P € N (x).

4. Fir jedes x € L* ist die Menge {P € Pr | vp(x) # 0} = N(z) UP(x) endlich und daher
vp(x) = 0 fir fast alle P € Pr. Ist x € L* und vp(z) = 0 fiir alle P € P, so ist N (z) = P(z) =0 und
daher z € K*. Ist umgekehrt x € K*, so folgt € O} und daher vp(x) = 0 fiir alle P € Py, nach Satz
3.4.1.

5. Nach 3. ist P, # (. Wir nehmen an, es sei Py = {P,. o P.} mit r € N. Nach Satz 3.6.7 gibt
es ein z € L mit vp,(z) > 0 fiir alle 7 € [1,7]. Dann ist aber z ¢ K und P(z) = 0, ein Widerspruch. O

Satz 3.7.3. Sei K*/K eine Kérpererweiterung, und seien x, y € K*, so dass K|x,y| ein Korper ist.
Dann ist K|x,y]/K algebraisch.

BEWEIS. Sei L = Klz,y] = K(x,y), und sei = nicht algebraisch iiber K. Dann ist L = K (x)[y]
und daher y algebraisch iiber K(z) (sonst wire K (z)[y] ein Polynomring {iber K (z), also kein Korper).
Daher ist L/K ein Funktionenkorper. Ist P € Py, so K[z, y] ¢ Op und daher vp(z) < 0 oder vp(y) < 0.
Daher folgt Pr, = P(x) UP(y), also ist P;, endlich, ein Widerspruch. O

3.8

Definition und Bemerkung 3.8.1. Sei K ein Korper und K () ein rationaler Funktionenkorper.
Dann ist R = K[z] & K[X], also = eine Unbestimmte iiber K. R[] ist ein Hauptidealbereich, und die
normierten irreduziblen Polynome sind ein Représentantensystem paarweise nicht-assoziierter Primele-
mente von K|z].

1. Sei p € K[z] normiert und irreduzibel und v,: K(z) — Z U {c0} die p-adische Bewertung von
K(x) ( siehe Satz 3.6.4). Es ist dann

Opzovp:{g‘fygef([x],pm} und Pp:Pvp={£’f,g€K[$],plf,pfg}-

Man nennt P, die zum Primpolynom p gehérige Stelle von K (). Sei K(z), = O,/P, der Restk-
lassenkérper von P,. Nach Satz 3.6.4 induziert die Einbettung Klx] < O, einen Isomorphis-
mus Klz]/(p) = O,/P, = K(x),. Daher ist deg(P,) = [K(z),: K] = dimx K[z]/(p) = gr(p).
Insbesondere ist ]P’}(( o 7 (), und daher ist K der Konstantenkorper von K (x).
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2. Sel voo: K(x) = Z U {c0} definiert durch
Voo (§> =gr(g) —gr(f) (unabhingig von der Bruchdarstellung) .
Voo ist eine diskrete Bewertung von K (z)/K (nachrechnen!). Es ist voo(z7!) =1,
f
O = Ou = { | £ 0 Klal, 970, &x() <a(o) }
und F
Pao=Poe={7 | 19 € Kl (D) <amnlo) f = o (7).

Die Stelle Py, = P, = 1 1Oy heifit unendliche Stelle von K(z).

Sei nun t = z~!. Dann ist K(z) = K(t) D K[t], t ist ein Primelement von K[t], und wir
zeigen vo, = vp: K(x) = Z U {oco} (dann folgt auch deg(Ps) = deg(P;) = 1. Sei dazu

n m
f= Zawc’ﬂ g= Zbusc” mit m, n €Ny, a,b, #0, und h= S € K(x)*.
v=0 pn=1 g
Dann ist vo(h) =m — n, und
_a™(an + an_1x . +apr™) _ men On+ 1t + ...+ apt™ _ —)
ZCm(bm —|—bm,1x*1 —+ ... _|_b0$7m) bm +bm,1t+ _|_b0tm 9o

mit fo, go € K[t]\ (t), also vi(h) =m —n = v (h).

Satz 3.8.2. Sei K ein Korer und K(z) ein rationaler Funktionenkorper iber K. Dann ist
Pr () = {Pp | p € K[z] normiert und irreduzibel } U{Px} .
Es ist deg(Puso) =1, und fir ein normiertes irreduzibles Polynom p € K[xz] ist deg(P,) = gr(p).

BEWwWEIS. Nach den Bemerkungen 3.8.1 geniigt es, zu zeigen:
Ist v: K(z) — ZU{o0} eine diskrete Bewertung von K (x) mit v | K* = 0, so ist entweder v = v,
mit einem normierten irreduziblen Polynom p € K[z], oder v = vy
Sei also v: K(x) — ZU{oo} eine diskrete Bewertung mit v | K* = 0.
FALL 1: w(z) > 0. Dann ist K[z] C O,, und P, N K[z] ist ein Primideal von K[z]. Wiére
P, N K[z] = {0}, so folgte v(z) = 0 fiir alle z € K[x]* und daher v | K (z)* = 0, ein Widerspruch. Daher
ist P, N K[x] = (p) mit einem normierten irreduziblen Polynom p € K|[z], und fiir alle g € K[z] \ (p) ist
v(g) = 0. Damit folgt

_rf
Ovp—{g ‘f,geK[JSL g%(p)}cOv
und daher v = v, nach Satz 3.6.6.

FALL 2: v(z) < 0. Sei t = 27!, Dann ist K(z) = K(t), v(t) > 0, und nach FALL 1 gibt es ein
Primelement ¢ € K[t] mit v = v,. Wegen v(t) > 0 folgt t € (¢) und daher ¢ =t¢, also v = vy = V. O

3.9

o In diesem Abschnitt sei K ein vollkommener Ké’r]ﬁr,ﬁ
K eine algebraische Hiille von K und Gx = Homg (K, K).

Lemma 3.9.1.
1. Jedes 0 € G ist bijektiv, und G ist eine Gruppe.
2. K={zx €K |o(x)=ux firaleo € Gk }.
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BEWEIS. 1. Sei 0 € Gg. Damn ist o injektiv. Fiir den Nachweis der Surjektivitéit sei z € K,
f € K[X] das Minimalpolynom von z iiber K, und N C K die Menge der Nullstellen von f in K. Fiir
alle y € Nist 0= o0(f(y)) = f(sigma(y)) und daher o(y) € N. Die Abbildung ¢|N: N — N ist

injektiv, also auch surjektiv, und daher ist z € N = o(N) C o(K).
Daher ist jedes o € G bijektiv. Sind o, 0/ € Gk, so folgt 0’oc € Gk und 0! € Gg. Daher ist G
eine Gruppe.

2. Ist z € K, so ist o(z) = z fiir alle 0 € Gk nach Definition. Ist z € K \ K, so hat das Mini-
malpolynom f € K[X] von z iiber K in K eine Nullstelle 2’ # z, und es gibt ein o9 € Homg (K (), K)
mit og(z) = 2’. Dann gibt es ein 0 € Gg mit o | K(z) = g, und es ist o(x) = 2’ # x. O

Definition und Satz 3.9.2.
1. Fiir zwei Punkte p, p' € K? sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Es gibt ein 0 € Gk, so dass gilt: Ist p= (o, 3), so ist p' = (o(a),0(0)).
(b) Fir alle f € K[ X,Y] gilt: f(p) =0 < f(p’) =0.
(c) Fiir jede iiber K definierte Kurve C C K2 gilt: pe C <= p' € C.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so heiflen p und p’ K-konjugiert, p ~x p'. ~x ist eine Aqui-
valenzrelation auf K2, und K? ist die Menge aller Punkte, die nur zu sich selbst K-konjugiert
sind.

2. Fir zwei Punkte p, p’ € IP’% sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gibt ein 0 € Gk, so dass gilt; Ist p = (a:0:7), soist p' = (o(a):0(8):0(7)).
(b) Fliir jede iber K definierte projektive Kurve I' C ]P’% gilt: pel’ < p' eT.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so liegen p und p’ in denselben affinen Stiick von P%, und heiflen
K-konjugiert, p ~x p'.
Ist 6: IP’% — IF’% eine tiber K definierte projektive Koordinatentransformation und p, p’ € IP%
mit p ~x p’, so folgt 0(p) ~k 6(p').
~x stimmt auf den affinen Sticken mit der in 1. definierten Aquivalenzrelation iberein, wenn
man diese mit K 2 identifiziert.

3. Sei C C K? eine tiber K definierte irreduzible Kurve.
(a) Fir zwei Punkte p, p' € C ist genau dann Op g (C) = Op g (C), wenn p ~g p'.

b) Die Zuordnung p — My, x(C)NKI[C| definiert eine Bijektion von der Menge C/~g der
P,
Klassen K -konjugierter Punkte von C auf die Menge max(K[C]) der mazimalen Ideale
von K|[C].

BeEwEIs. 1. (a) = (b) < (c¢) Offensichtlich.

(b) = (a) Sei p = (a,0), p' = (¢/,3), und seien ¢: K[X,Y] — K und ¢': K[X,Y] — K
definiert durch ¢(f) = f(p) und ¢'(f) = f(p’). Dann ist Ker(p) = Ker(¢'), und daher gibt es einen
K-Isomorphismus ocg: K(a, ) — K(d/,') mit og(a) =o' und o¢(8) = F'. Da ? eine algebraische
Hiille von K ist, gibt es ein 0 € Gx mit o | K(«, 8) = 0. Offensichtlich ist ~x eine Aquivalenzrelation.

2. (a) = (b) Offensichtlich.

(b) = (a) Sei p=(a:08:7) und p’' = (¢’: 4 :9’), und sei ohne Einschrinkung ~ # 0 (sonst
betrachte man einen anderen affinen Teil von ]P’%) Mit ' =V, (Z) folgt dann 4" # 0. Dann ist aber

a 8 , o f - =2 /
p= (—,7), p = (—,,?), und fiir jede Kurve C C K“ gilt: pe C < p € C.
e Y
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Nach 1. gibt es ein 0 € Gk, so dass
! / !

0(%) = % und 0(%) = %, also o = U,(YV) o(e) und f' = U’(y’y) o(B).

Daher folgt (o/:8":9") = (o(a):0(B):0(7)). Die iibrigen Behauptungen sind nun offensichtlich.
3. Sei I (C) = x.y(f) mit irreduziblem f € K[X,Y].
(a) Seien p, p’ € C. Ist p ~k p’, so folgt
9+(/f) 9+()
Op 1 (C) = heK[X,Y], h ol =
Sei nun Op  (C) = Op x(C) und h € K[X,Y] mit h(p) # 0. Dann ist

|9, h €KX, Y], hp) £ 0} = Opic(C).

[h+(f)] ' e Op k(C) = Op k(C), also [h+(f)' = ]m mit g1, by € K[X,Y] und hy(p’) #0.

Damit folgt hgi + (f) = h1 + (f), also h(p')g1(p’) = h1(p’) # 0 und daher auch h(p’) # 0.

(b) Seien z, y € K[C] die Koordinatenfunktionen von C. Sei p = (a, 3) € C und mp: K[C] - K
definiert durch 7p(p) = (p) fir alle ¢ € K[C]. Dann ist 7w, ein K-Algebrenhomomorphismus,
Bi(mp) = Kla, 3] = K (o, 8) ist ein Korper, und daher ist Ker(mp) = Mp x(C) N K[C] ein maximales
Ideal (siehe Satz 1.7.5).

Ist p ~k p', so folgt Op k(C) = Op k(C), also Mp k(C) = Mp k(C) und

Mp k(C)NKI[C) = Mp x(C)NKI[C].
Ist umgekehrt My, x(C) N K[C] = My k(C) N K[C], so folgt
Op.x(C) ={¢™ ¢ | ¢ € K[C], ¢ € K[C]\ Mpx(C)}
={¢" | v e K[C], ¢ € K[C]\ Mp k(C)} = Op x(C)

Nach (a) gentigt es nun, zu zeigen, dass jedes maximalen Ideal in K[C] von der Form Ker(mp)
mit p € C ist. Sei also m C K[C] ein maximales Ideal. Dann ist K[C]/m = K[z + m,y + m] ein
Korper, und nach Satz 3.7.3 ist K[x+m,y+m]/K algebraisch. Daher gibt es einen K-Homomorphismus
o: Klz+m,y+m] — K, essei m: K[C] — K definiert durch 7(p) = o(p+m), a=n(x)und 8 = n(y).
m ist ein K-Algebrenhomomorphismus, Ker(w) =m, wegen f(«,8) =n(f(z,y)) =0ist p = («,8) € C.
Ist ¢ = g(z,y) € K[C] mit g€ K[X,Y], so folgt 7(p) = g(n(x),7(y)) = g(e, f) = ¢(p). Daher ist
m=mp und m = Ker(mp). O

Lemma 3.9.3. Sei ' C ]P’% eine irreduzible projektive Kurve und P € Pgry/k. Dann gibt es ein
affines Stiick C' von T' mit K[C] C Op.
BEWEIS. Seien Z, ¢, 2 € K[I'] die homogenen Koordinaten von T

FALL1: T e {V (X), Vo(Y), V4(Z)}. Wir betrachten den Fall T = V(7). Nach Bemerkung 2.6.4
besitzt ' die affinen Stiicke Ch = V4. (Z) \ V4(X) und Cy = Vi (Z) \ Vi (Y), es ist 2 =0,
K[CY] :K[%} und  K[Cs] :K[i], und = € Op oder £ € 0p.
by 7 7 &
Daher ist K[C1] C Op oder K[C5] C Op.
FALL 2: T ¢ {V(X), Vi (Y), V4(2)}. Sind Cy, Cs, Cs, so ist nach Bemerkung 2.6.4
_gl[d 2 _g[* 2 _g[t ¥
Ko =K|2, 2| CKT), K[C) K[y | C K@ wd K[Gy] = K[ 2] cK(D),

und wir nehmen an, es sei K[C1] ¢ Op, K[C3] ¢ Op und KI[Cs] ¢ Op.

ISR

FALL1: 2¢0p — 2cOp — 2¢0p — Ycop — 2 =
x Y Y z z

|8



36 3. ALGEBRAISCHE FUNKTIONENKORPER UND DISKRETE BEWERTUNGEN

ein Widerspruch.

¢Op:> € Op — ¢OP:>

W | K
W | <S>

ISHIRSH

FALL2: Y c0p —
X

ebenfalls ein Widerspruch. ]

Satz 3.9.4. Sei Sei I' C JP’% eine tber K definierte irreduzible projektive Kurve.

1. Seipel.
(a) Es gibt eine Stelle P € Pgry/x mit Mp (') C P, und fiir jede solche Stelle P ist
Mp (T)=PN0O0p (I).
(b) Sei p regulir iber K. Dann ist My g(T) = P, und genau dann ist p € I'(K), wenn
deg(P) = 1.
2. Zu jeder Stelle P € Py () /i gibt es einen ( bis auf K-Konjugierte eindeutig bestimmten ) Punkt
pel’ mit MP)K(F) c P.
3. Ist T reguldr, so definiert die Zuordnung p— Myp k(T') bijektive Abbildungen

U:T/~g — Prayx und v T(K) — IP’}((F)/K.

BEWEIS. 1. Sei p € I'. Dann liegt p in einem affinen Stiick C' von I'; und es ist K(C) = K(I),
Op x(C) = Op k(T) und My x(C) = My (T). Daher kénnen wir annehmen, dass C C K 2 eine
irreduzible iiber K definierte Kurve und p € C' ist. Nach Satz 3.3.3 gibt es eine Stelle P € Px (¢ x mit
OPJ((C) C Op und MnK(C) C P.

Seinun P € Pg oy x mit My x(C) C P. Dann ist My, x(C) C PNOp i (C), und da My, x(C) ein
maximales Ideal von Op x(C) ist, folgt Mp x(C) = PNOp x(C). Ist p iber K regulér, so ist Op x(C)
ein diskreter Bewertungsbereich, also nach Satz 3.3.2 ein maximaler Teilbereich von K(C). Daher folgt
Opx(C)=0pund My, x(C)=P. Ist p=(a,),s0ist Op/P = Op (C)/Mp k(C) = K(a,3) nach
Satz 1.7.5 und daher genau dann p € C(K) (also p € I'(K)), wenn deg(P) = 1.

2. Sei P € Pg(ry/x. Nach Lemma 3.9.3 gibt es ein affines Stiick C' C I' mit K[C] C Op, und wir
nehmen an, es sei O =T\ V,(2), also K[C]= K[z,y] mit 2 = 2712 und y = 2~ 1§. Wir zeigen:

A. K[C]N P ist ein maximales Ideal von K[C].

B. Ist p € C, so ist genau dann K[C] NP = K[C]NMp x(C), wenn My, x(C) C P.

Beweis von A. Sei 7: K[x,y] — Op — K(C)p = Op/P definiert durch n(p) = ¢(P) € K(C)p.
Dann ist Bi(r) = K[z(P),y(P)] C K(C)p ein Teilkorper, also Ker(r) = K[C]N P ein maximales Ideal
von K[C]. OJA.]

Beweis von B. Seip € C. Seizuerst K[C]NP = K[C]NM, x(C) und v =v¢~tp € My, x(C). Dann
isty=1"1lp € Mp (C) mit ¢, ¥ € K[C], p(p) =0und ¢(p) # 0. Es folgt p € My, x(C)NK[C] C P,
¢ € K[C]\ Mp k(C) C Op\ P=0F und daher v € P. O/B.]

Sei nun P € Pgry x und K[C] C Op. Nach A ist K[C]N P ein maximales Ideal von K[C] und
daher K[C]NP = Myp x(C)NKJ[C] fiir eine Punkt p € C' nach Satz 3.9.2.3. Nun folgt M, x(C) C P
nach B.

Es bleibt zu zeigen, dass p bis auf K-Konjugierte eindeutig bestimmt ist. Sei also p’ € " ein weiterer
Punkt mit My x(I') C P. Ist p' € C, soist K[C]NP = K[C]NMp k(C) = K[C]NMp k(C) ein
maximales Ideal von K[C] nach A und B und daher p ~x p’ nach Satz 3.9.2.3. Wir nehmen nun an,
essei p’ ¢ C. Dann ist p’ = (:3:0) mit (a,3) € K 2\ {0}, und wir kénnen a # 0 annehmen. Dann ist
die Funktion #7'2 € K(I') regulir in p/, und wegen (2712)(p’) = 0 folgt 2712 € Op x(I') C P. Nun
ist aber 2712 € Op und daher 1= (2712)(27'2) € P, ein Widerspruch.

3. Klar nach 1., 2. und Satz 3.9.2. (Il
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Satz 3.9.5. Sei C C K? eine iiber K definierte irreduzible Kurve, seien x,y € K[C] die Koor-
dinatenfunktionen und p = (o, ) € C(K) ein reguldrer Punkt von C. Dann ist Op(C) ein diskreter
Bewertungsbereich, Pp = My k(C) = o c)(x —a,y — ) € ]P’}{(C), und es sei vp = vp, die zugehorige
diskrete Bewertung von K(C). Sei L C K ? eine diber K definierte Gerade, p € L, (a,b) € K2\ {(0,0)}
mit L=V(a(X —a)+bY —B)) und ¢ =y(x—a)+bly—B) e K(QC).

Dann ist vp(p) > 1, und genau dann ist vp(p) > 2, wenn L eine Tangente von C in p ist.

BEWEIS. Sei I (C) = (f) mit einem irreduziblem Polynom f € K[X,Y]. Nach Satz 3.5.1 ist Op(C)
ein diskreter Bewertungsbereich, nach Satz 1.7.5 ist My x(C) = o,(c)(* — a,y — 3), und nach Satz
394 ist P, =Mpk(C) € IP’}((C). Wegen 1 =min{vy(z) | z € Pp} = min{vp(z — ), vp(y — B)} folgt
vp(p) > 1. Sei nun

ap = aa—;;(p), by = g—}{(p), und sei ag #0.

Dann ist T = V(ag(X —a)+bo(Y —f)) die Tangente an C in p, und f = ag(X —a)+bo(X — )+ f2 mit
einem Polynom fo; € K[X,Y], sodass ordy(f2) > 2. Wegen 0= f(z,y) = ap(x—a)+bo(y—0)+ fa(z,y)
und vp(fa(z,y)) > 2 folgt vplap(z — @) + bo(y — B)) > 2. Wére nun vp(y — 5) > 2, so folgte wegen
ag # 0 auch vp(r — ) > 2, ein Widerspruch. Daher ist vp(y — 8) = 1.

Ist L="T,sogibt esein A € K* mit a(X —a)+bY —8) = A[ao(X —a)+bo(Y — 3)], und es folgt
¢ = Alao(z —a) +bo(y = B)); also vp(p) = vp(ao(z — @) +bo(y - F)) > 2.

Ist L # T, so ist entweder a = 0, oder a # 0 und a~'b # ay 'by. Ist @ = 0, so ist b # 0, und wegen
e =0by—0)ist vp(p)=uvp(y—PB)=1.Ist a#0, so folgt

p = aay " [ao(z — a) +bo(y — B)] + (b aag 'bo)(y — B),

und wegen b — aag by # 0 ist vp(p) = 1. O






CHAPTER 4

Divisoren, Differenziale und der Satz von Rieman-Roch

Im ganzen Kapitel sei L/K ein Funktionenkorper mit Konstantenkorper K .
4.1

Definition 4.1.1. Die von Py, erzeugte freie abelsche Gruppe Dy =Dy x heiit Divisorengruppe
von L/K, ihre Elemente heifiten Divisoren.

Jedes D € Dy, hat eine eindeutige Darstellung als (formale) Summe

D= Y npP mit np€Z, np=0 fir fast alle P € P, und es sei vp(D) =np fiir alle P € Py
PePy,

Fir Dy, Dy € D, sei Dy < Dy, wenn vp(D1) < vp(Ds) fir alle P € Pr. Die Null 0 € Dy heifit

Nulldivisor.

Fiir zwei Divisoren Dj, Dy ist D; = Dy genau dann, wenn vp(D;) = vp(Ds) fir alle P € Pr,. Fiir

D € Dy, ist genau dann D = Dy + Dy, wenn vp(D) = vp(D1) +vp(D3y) fir alle P € Py.

Fiir einen Divisor D € Dy, definieren wir seinen Positivteil Dy € Dy, seinen Negativteil D_ € Dy,
und seinen Grad deg(D) € Z durch

Di= Y wvp(D)P, D_= > —vp(D)P und deg(D)= Y wp(D)deg(P).
PePy, PePp, PePy,
vp(D)>0 vp(D)<0

Offensichtlich ist D = Dy — D_, und deg: D, — Z ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Gruppe
DY = Ker(deg) heitBt Divisorengruppe 0-ten Grades von L/K.

Fiir # € L* sind nach Satz 3.7.2 die Mengen N(z) = N'L(z) der Nullstellen und P(z) = PL(z) der
Polstellen von z nicht-leere endliche Mengen. Man definiert den Nullstellendivisor (z)o = (x)§ und

den Polstellendivisor (r)s = (z)L von x durch

(x)o = Z vp(x)P und () = Z —vp(x)P.
PeN(z) PcP(x)

Der Divisor
() = () = (2)0 — (2)oo = Z vp(z)P heiBt Hauptdivisor von x.
PePy,
Offensichtlich ist (z)g = (z)4+ und (2)s = (x)—. Die Abbildung 0: L* — Dy, definiert durch
d(x) = (x) € Dy, ist ein Gruppenhomomorphismus. Nach Satz 3.7.2 ist Ker(d) = K*. Die Gruppe
(L*)=Bi(0) ={(z) |z € L*} 2 L*/K* heilt Gruppe der Hauptdivisoren, und die Faktorgruppe
Cr =Cr/x =Dr/(L*) heiBt Divisorenklassengruppe von L. Fiir D € Dy, heifit [D] = D + (L*) € Cr,
die Klasse von D. Zwei Divisoren D, Dy € Dy, heiflen linear dquivalent, Dy ~ Dy, wenn [D;] = [Ds]
(&quivalent: Dy — Dy € (LX)).
Fir D € Dy, sei
LD)={zeL*|(z)>-D}U{0} ={z € L|vp(x)+vp(D)>0firalle Pec Py}

39
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der Vielfachenraum von —D. L£(D) ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum (siehe Satz 4.1.2 und
Satz 4.1.3). dim(D) = dimg £(D) heiit Dimension von D.

Satz 4.1.2. Seien D, D' € Dy.

1. L(D) ist ein K-Vektorraum.
Ist D~ D', so folgt dim(D) = dim(D").
L(0) =K, und dim(0) = 1.
Ist D <0, soist L(D)={0}, und dim(D) = 0.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) dim(D) > 0.

(b) Es gibt einen Divisor D1 € Dy, mit D1 ~ D und Dy > 0.

R

BEwers. 1. 1. Sind z, y € £(D) und ¢ € K*, so gilt fiir alle P € Pp,:

vp(z +y) > min{vp(x), vp(y)} > —vp(D) und vp(cx) =vp(x) > —vp(D), also z +y € L(D) und
cx € L(D).

2. Sei z € L* mit D = D' + (2). Ist 0 # z € L£(D), so folgt (zz) = (z) + (2) > =D + (2) = =D/,
also xz € L£(D'). Daher definiert x — xz einen K-Vektorraummonomorphismus £(D) — L£(D’), und
es folgt dim(D) < dim(D’). Wegen der Symmetrie folgt Gleichheit.

3. Genau dann ist x € £(0), wenn vp(x) > 0 fiir alle P € P, wenn also P(z) =, also z € K.

4. Ist D < 0 und z € L(D), so ist vp(x) > 0 fiir alle P € Py, also x € K, und vp(z) > 0 fir
mindestens ein P € Pr, also x = 0.

5. (a) = (b) Sei0# z € L(D). Dann ist (z) > —D und daher Dy =D + () ~ D und D; > 0.
(b) = (a) Sei Dy € D mit D; >0 und z € L* mit Dy = D + (z). Dann ist (x) > —D und daher
L(D) # {0}. O

Satz 4.1.3. Seien D, D' € Dy.
1. dim(D) < deg(D4) + 1 < 0.
2. Ist D < D', soist L(D)C L(D"),
dimg (L(D')/L(D)) < deg(D' — D) und deg(D) — dim(D) < deg(D’) — dim(D’).
3. Ist D' >0, soist dim(D + D’) < dim(D) + deg(D’).

BEWEIS. 1. und 2. Ist D < D', so ist nach —D’ < —D und daher £(D) C £(D’). Fiir den Nachweis
von dimg (L(D')/L(D)) < deg(D'—D) sei D'=D+ P, +...+ P, mit r € Nyund Py,...,P. € Pr.
Dann ist

LD)Y=LD+P+...4+P)DLD+P+...+P_1)D...2LD+ P) D> L(D),
also

und deg(D’ — D) = deg(P;) +...+deg(P,). Daher geniigt es, die Behauptung im Falle D’ = D + P mit
P € Py, zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion nach r.

Sei also D' = D+ P mit P € Pr, und sei t € L mit vp(t) = vp(D) + 1. Ist z € L(D + P),
so folgt wvp(xt) = vp(x) +vp(t) > —vp(D + P) +vp(D)+1 =0, also zt € Op, und wir definieren
Y: L(D+ P) — Lp durch ¢(x) = (xt)(P). ¢ ist ein K-Vektorraumhomomorphismus mit Kern
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Ker(¢) ={x € LD+ P) |vp(xt) >0} ={z € LD+ P) | vp(z) > vp(D)} = L(D) und induziert einen
K-Vektorraummonomorphismus £(D + P)/L(D) — Lp. Daher folgt
dimg (L(D + P)/L£(D)) < dimg Lp = deg(P) .
Jetzt konnen wir 1. zeigen. Wegen D < D, und dimg(£(0)) =1 folgt
dim(D) < dim(Dy) = dimy (£(D4)/£(0)) + dimy (£(0)) < deg(D) + 1.
Nun ist dim(D’) — dim(D) = dimg (£(D’)/L(D)) < deg(D’ — D) = deg(D’) — deg(D) und daher auch
deg(D) — dim(D) < deg(D’) — dim(D’) .

3. Nach 2. ist dim(D + D’) — dim(D) = dimg(L(D + D')/L(D)) < deg(D’), und daher folgt

dim(D + D’) < dim(D) + deg(D’). O
4.2
Satz 4.2.1.
1. Seixz € L\ K. Dann ist deg( Jo = deg (z)oo = [L: K ()], und es gibt einen Divisor C € Dy, so
dass C >0 und dim(I(x)eo +C) > (I + 1)deg(x) fiir alle | € Ny.

2. Fir alle x € L ist deg(x) =0, und fir alle D, D' € Dy, mit D ~ D' ist deg(D) = deg(D’).
3. Fiir D € DY sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) De(LX); (b) dim(D) >1; (¢) dim(D)=1.

BEWEIS. 1. Sei n=[L:K(x)], (u1,...,u,) eine K(z)-Basis von L. Sei C' € Dy, so dass C >0
und (u;) > —C fiir alle ¢ € [1,n], und sei ! € Ny. Fiir alle ¢ € [1,n] und j € [0,1] ist
(@7u;) = j (@)o = J (@)oc + (i) = =] (2)o0 = C = =(1(2)os + C)
also 29u; € L(I (2)oo + C). Dann ist {au; | j € [0,{], i € [1,n]} linear unabhingig iiber K, denn
n o1 l

aus ZZ cjﬂ;xjui =0 mit ¢;; € K folgt chyixj =0 fiir alle ¢ € [1,n], also ¢;; =0 fiir alle 4, j.
i=1 j=0 §=0

Damit folgt
n(l+1) <dim(l (z)oo + C) < deg(l ()0 + C) + 1 =1 deg (2)oo + deg(C) + 1

nach Satz 4.1.3, da [(z)s +C > 0, und wir erhalten [[deg (z)so —n] > n—deg(C)—1. Fir i > 1 folgt
daraus deg(x)s > n. Nach Satz 3.7.2 ist aber

deg ()0 = E —vp(x)deg(P) = E vp(afl) deg(P) < [L:K(:cil)] =n,
PePy, PePy,
vp(z)<0 vp(z)<0

also deg(r)oo = m, und daher auch dim(1(z)oo +C) > (I+1)n = (I+1)deg(x)oo fiir alle I € Ng. Wegen
(7)o = (271 folgt auch deg (7)o = [L: K (x)].

2. Fir z € L™ ist deg(z) = deg (z)o — deg (z)oo = 0 nach 1.

3. (a) = (b) Sei D = (x) mit z € L*. Wegen (z~!) = —D ist dann z~! € £(D), also dim(D) > 1.

(b) = (¢) und (¢) = (a) Nach Satz 4.1.2 gibt es einen Divisor Dy € Dy, so dass Dy > 0 mit
Dy ~ D. Wegen deg(Dy) =deg(D)=0ist D; =0, dim(D) =dim(D;) =1, und D € (L*). O
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Definition 4.2.2. Sei 0 = [D] € Cp, eine Divisorenklasse mit D € Dy. Dann definiert man ihren
Grad und ihre Dimension durch
deg(d) = deg(D) und dim(d) = dim(D).
deg: C;, — Z ist ein Gruppenepimorphismus. Sein Kern C9 = CE/K ={0eCr|deg(d) =0} =DY /(L*)
heiflt Divisorenklassengruppe 0-ten Grades.

4.3

Definition und Satz 4.3.1 (Satz von Riemann).
1. gr = sup{deg(D) —dim(D) +1|D €Dy} € Ng. g1 = g1k heiit Geschlecht von L/K.
Fir D € Dy, ist dim(D) > deg(D) — gr, + 1, also i(D) = dim(D) — deg(D) + gr. — 1 > 0, und
insbesondere i(0) = gr,.
i(D) heifit Spezialititsindex von D.
2. Sei Dy € Dy, mit gr = deg(Dg) — dim(Dy) + 1. Ist dann D € Dy, und deg(D) > deg(Do) + gz,
so folgt dim(D) = deg(D)+1— g1, also (D) =0.

BEWEIS. 1. Nach Definition ist g, > deg(0) — dim(0) + 1 =0. Sei x € L\ K und B = (z)s. Nach
Satz 4.2.1 gibt es ein C € Dy, so dass C > 0 und dim(I{B + C) > (I + 1) deg(B) > deg(IB) fiir alle
l € Ng. Fur alle I € Ng ist (nach Satz 4.1.3.6) dim(IB + C') < dim(IB) + deg(C') und daher

deg(IB) — dim(IB) < deg(IB) — dim(IB + C) + deg(C) < deg(C).
Wir zeigen nun: Fir alle D € Dy, ist deg(D) — dim(D) < deg(C). Damit folgt dann g; < oo und
dim(D) > deg(D) + 1 — gy, fiir alle D € Dy, nach Definiton von g,.

Sei D € Dy, und sei Cy € Dy, mit C; > 0 und C; > D. Fiir alle I € Ny ist dann (nach Satz 4.1.3.3)
dim(IB) = dim(IB — C; + C;) < dim(IB — C4) + deg(C7) und daher

dim(IB — Cy) > dim(IB) — deg(C1) > deg(IB) — deg(C) — deg(C1) = ldeg(B) — deg(C + C) .
Wegen deg(B) > 0 gibt es ein [ € N mit dim(IB —Cy) > 0. Essei 0 # 2z € L(IB—Cy) und
Dy = C; — (2). Dann ist D1 ~ C1, und wegen (z) > —IB+ Cy ist Dy < Cy 4+ 1B — Cy =1B. Wegen
Dy ~ Cy und D < (] folgt mit Satz 4.1.3.2

deg(D) — dim(D) < deg(Cy) — dim(Cy) = deg(D;) — dim(D;) < deg(IB) — dim(IB) < deg(C).

2. Sei D € Dy, mit deg(D) > deg(Dy) + gr- Dann ist

dim(D — Dg) > deg(D — Do) + 1 — g, = deg(D) —deg(Dg) +1—gr > 1,
essei 0# z€ L(D— Dy) und D' =D+ (2). Dann ist D’ > Dy, D’ ~ D, und nach Satz 4.1.3 folgt
deg(D) — dim(D) = deg(D’) — dim(D’) > deg(Dy) — dim(Dy) = g, — 1 und daher
dim(D) < deg(D) —gr, + 1.
Mit 1. folgt die Gleichheit. ]

4.4

Definition 4.4.1. Ein Vektor a = (ap)pep, € L¥* heiit Repartition oder (wunvollstindiges)
Adel von L/K, wenn ap € Op fiir fast alle (das heifit, bis auf endlich viele) P € Pr. Ap = Ap/x
bezeichne die Menge der Repartitionen von L/K. Versehen mit wertweiser Addition und Multiplikation,
ist Ay ein Ring.

Fir o = (ap)pep, und Q € Pr sei vg(a) = vg(ag) € ZU {oo} [also vg(a) > 0 fiir fast alle @ € Pr].

Fiir z € L ist vp(x) > 0 fiir fast alle P € Py, nach Satz 3.7.2, daher ist (z)pep, € Ar, die Abbildung
x +— ()pep, ist ein Ringmonomorphismus L — Ay, und fir alle @ € Pp ist vg(z) = vo((z)pep, ).
Wir identifizieren x € L mit () pep, € A (damit wird L C Ay, ein Teilring und Ay, eine L-Algebra).
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Fiir D € Dy sei AL(D)={a€ AL |vp(a) > —vp(D) fiir alle P € Py, }. Dann ist Ar(D) C Ay ein
K-Untervektorraum, und Ap(D)N L = L(D).

Satz 4.4.2. Seien D, Dy, Do € Dy, und D; < Ds.
1. Ap(Dy) C Ap(Ds), und dimK(AL(Dg)/AL(Dl)) = deg(Dy — Dy).
2. dimg (AL (D2) + L/AL(Dy) 4+ L) = (deg(D2) — dim(D5)) — (deg(D;) — dim(Dy)).
3. (D) = dimg (AL/AL(D) + L). Insbesondere folgt:
dim(D) = deg(D) + 1 — g1, + dimg (A /AL (D) + L), und g =i(0) = dimg (Ar/AL(0) + L).
BEWEIS. 1. Nach Definition ist Ap(D;) C Ar(D3), und wie im Beweis von Satz 4.1.3.5 geniigt es,
den Fall Dy = Dy + @ mit @ € Pp zu betrachten. Sei t € L mit vg(t) = vg(D1) + 1 = vg(D2). Wir
behaupten :
wo: Ar(D2) — Og, definiert durch ¢g(a) = tag,
ist ein K-Vektorraumepimorphimus.

Ist a € Ar(D2), soist vg(tag) = vo(D2)+vg(ag) > 0, also tag € Og, und daher ist ¢o: Ar(D2) — Og
ein K-Vektorraumhomomorphismus. Fiir den Nachweis der Surjektivitat sei z € Og. Sei ag = t7lze L,
und fiir alle P € Pp \ {Q} sei ap € L mit vp(ap) = —vp(Ds2). Wegen vg(ag) > —vg(t) = —vg(D2)
und vp(ap) =0 fir fast alle P € Py, ist a = (ap)pep, € AL(D2) und ¢o(a) = 2.

o induziert einen K-Vektorraumepimorphismus ¢: Ar(D3) — Lg, definiert durch ¢(a) = (tag)(Q).
Ist @ € Ar(D2), so ist genau dann (o) = 0, wenn vg(tag) > 1, also vg(a) > —vg(t) + 1 = —vg(D1).
Fiir P € P\ {Q} ist aber vp(a) > —vp(Ds) = —vp(D;. Daher ist Ker(¢) = Ar(D1), ¢ induziert einen
Isomorphismus Ay (D3)/AL(D1) = Lg, und es folgt dimg (Az(D2)/AL(Dy)) = dimg Lo = deg(Q).

2. Der K-Vektorraumepimorphismus Ar(Ds) — Ar(D2)+ L/AL(Dl) +L, a—a+(AL(D1)+ L),
induziert einen K-Vektorraumepimorphismus

UllAL(DQ)/AL(Dl) — AL(DQ)—FL/AL(Dl)—l-L

Die Abbildung 7: £(D3) — Ar(D3)/Ar(Dy), definiert durch 7(z) = 24+ A (Dy), ist ein K-Vektorraum-
homomorphismus mit Ker(7) = L(D2) N AL(Dy) = £(D;) und Bi(r) C Ker(oy). Es geniigt nun,
Bi(r) = Ker(o1) zu zeigen, denn dann ist L£(Ds)/L(D1) = Ker(oy) und

dim g (AL(DQ) + L/AL(Dl) + L) = dimg (AL(DQ)/AL(Dl)) — dimg E(Dg)/ﬁ(Dl)
= (deg(Dg) — dlm(Dg)) — (deg(Dl) — dlm(Dl)) .

Fiir den Nachweis von Ker(o1) C Bi(7) sei o € Ap(D2) mit a+ Ap(D;) € Ap(D1) + L. Dann gibt es
ein z € L mit o =x + Ap(D;). Fiir alle P € Py, ist

vp(x) > min{vp(ap), vp(ap —x)} > min{—vp(D3), —vp(D1)} = —vp(D2).

Also folgt © € L(D2) und oo+ Ap(Dy) = 7(x).

3. Sei zuerst i(D) = 0. Wir miissen Ay (D) + L = Ay, zeigen. Sei « € Ay, und D; € Dy, so dass
Dy > D und a € A (Dq). Nach Satz 4.1.2.3 und Satz 4.3.1.1 ist dann

dim(D;) = dim(D + (D1 — D)) < dim(D) + deg(D; — D)
= deg(D;) + dim(D) — deg(D) = deg(D1) + 1 — g < dim(Dy),
also dim(D;) =deg(D1) +1—gr. Aus 2. folgt
dimg (A (D1)+L/AL(D)+L) = (deg(D1) — dim(Dy)) — (deg(D) — dim(D)) = (9 —1) — (92 —1) = 0,
also Ap(D)+ L =Ar(D;1)+ L und daher a € A (D) + L.
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Sei nun D € Dy, beliebig. Nach Satz 4.3.1 gibt es ein Dy € Dy, mit D; > D und (D) = 0. Dann ist
nach dem eben Bewiesenen Aj = A (D7) + L, und es folgt
dlmK(AL/AL(D) + L) = dlmK(AL(Dl) + L/AL(D) + L)
= (deg(D1) — dim(Dy)) — (deg(D) — dim(D)) = gz — 1 + dim(D) — deg(D) = i(D). O

4.5

Definitionen und Bemerkungen 4.5.1. Fiir D € Dy, sei Q1(D) die Menge aller K-Vektorraum-
homomorphismen w: A;, — K mit w|Ag(D)+ L = 0. Qp(D) C Homg(Ar,K) ist ein K-
Untervektorraum, und
Fir D, D' e Dy mit D' < D ist Ap(D')+ L C AL(D)+ L und daher Qp(D) C Qr(D’). Da es zu je
zwei Divisoren Dj, Dy € Dy ein D € Dy, gibt mit D < Dy und D < Do, ist {Qp(D) | D € D} eine
gerichtete Menge von K-Untervektorraumen von Hompg (Ar, K), und

Q= QL/K = U QL(D) C HomK(AL,K)

DeDy,
ist ein K-Vektorraum. Die w € Qp, heilen ( Weil’sche) Differenziale von L/K. Fiir alle w € Qp, ist
w|L=0,und fir D €Dy ist Qp(D)={weQr |w|AL(D)=0}.
Fir w € Qp und z € L sei zw: A, — K definiert durch (zw)(a) = w(za). Dann ist zw € Qr, und
vermoge (z,w)— zw ist Qp ein L-Vektorraum.
Genauer gilt: Sind B, D € Dy, w € Qp(D) und x € L(B). Dann ist 2w € Qp(D — B). [Beweis: Wir
miissen aw|Ap(D — B)+ L =0 zeigen. Sei a=0+z2 € A(D—B)+ L mit § € A(D — B) und
z € L. Fir P € Py, ist dann

vp(zf) = vp(x) +vp(B) = —vp(B) —vp(D — B) = —vp(D),

also za = 20 + zz € AL (D) + L und daher zw(a) = w(za) = 0.]
Insbesondere gilt: Aus w € Qp(D) und z € L* folgt zw € Qp(D + (z)) [wegen z € L(—(z))].

Definition und Satz 4.5.2.
2. Sei 0 # w € Qp. Dann gibt es genau einen Divisor W € Dp, so dass fir alle D € Dy, gilt:
*  Genau dann ist w € Qr(D), wenn D <W

W = (w) heiit Divisor von w.
Sei w € Qp,. Fiir P € Py, sei vp(w) = vp((w)), falls w # 0, und vp(0) = co. Eine Stelle P € Py,
heifit Nulistelle von w, wenn vp(w) > 0, und Polstelle von w, wenn vp(w) < 0. w heilt reguldr
in P, wenn vp(w) > 0. w heifit global requdr oder holomorph, wenn w in jeder Stelle P € Py,
regulér ist.
Ein Divisor W € Dy, heifit kanonischer Divisor, wenn W = (w) fiir ein w € 2.

3. Fir D e Dy ist Qp(D) ={w € Qr |w #0, (w) > D} U{0}. Insbesondere ist Qr(0) die
Menge der holomorphen Differenziale, und dimg Qr(0) = gy,

4. Firz € L* und 0 #w € Qp ist (aw) = (2) + (w).
Eine Divisorenklasse o € Cyp, heitB kanonische Klasse, wenn to = [W] fiir einen kanonischen
Divisor W € Dy..

Insbesondere gibt es genau eine kanonische Klasse; diese ist die Menge aller kanonischen Divi-
soren.
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5. Sei D €Dy, 0#£we Qp und W = (w). Dann ist die Abbildung
p: LW —D) — Qr(D), definiert durch p(z)=7aw,
ein K-Vektorraumisomorphismus.
BEWEIS. 1. Seien wy, wy € Qr \ {0}. Wir zeigen, dass es ein x € L* gibt mit wp = zw;. Fir
i €{1,2} sei D; € Dy mit w; € Qr(D;). Fiir einen Divisor B € Dy, und ¢ € {1,2} sei
i L(D; + B) — Qp(—B) definiert durch ¢;(z) = 2w;, und U; = ¢;(L(D; + B)) C Qn(—B).
@; ist ein K-Vektorraummonomorphismus, U; C Q2 (—B) ist ein K-Untervektorraum, und
dimg (Uy + Uz) = dimg (Uy) + dimp (Usz) — dimg (U N Uz2) < dimg (Qz(—B)) =i(—B).
Ist nun B > 0, so folgt i(—B) = dim(—B) — deg(—B) + g1, — 1 = deg(B) + g, — 1. Ist auflerdem
deg(B) > 1, so folgt nach Satz 4.3.1
dimg (Uy NUy) > dim(D; + B) + dim(Dy + B) — i(~B)
= [deg(Dy + B) + 1 —gr ]+ [deg(D2 + B) +1— g | — [deg(B) + g1 — 1]
= deg(B) +deg(D1 + D2) +3(1 —gr) > 0.
Daher existieren z7 € L£(D; + B) \ {0} und z3 € L(Dz + B) \ {0} mit ¢1(z1) = pa2(x2), also
Tiwi = Towe und daher wy = (12_1171)(.«)1.

2. Nach Satz 4.3.1 gibt es ein ¢ € N, so dass (D) = 0 fur alle D € Dy, mit deg(D) > ¢. Ist nun
0# we Qn(D), soist 1 < dimg Qp(D) = i(D), also deg(D) < ¢, und daher gibt es einen Divisor
W maximalen Grades mit w € Qp (W), und wir zeigen, dass W die gewlinschte Eigenschaft hat (die
Eindeutigkeit ist offensichtlich).

Sei also D € Dy, w € Qp(D), und es sei D £ W. Dann gibt es ein Q € Pr, mit vg(D) > vo(W),
und wir zeigen w|Ar(Q + W) =0 (dasist dann ein Widerspruch zur Maximalitdt von deg(W)). Sei
also @ = (ap)pep, € AL(Q +W). Dann ist a = o + o’ mit

, ap, falls P#Q, ” 0, falls P#Q,
op = und op =
0, falls P=Q, ag, falls P=Q.

Dann ist o’ € AL (W), o” € Ap(D), und daher w(a) = w(a’) +w(a”) =0.
3. Nach Definition.

4. Seix € L* und 0 # w € Q. Dann ist w € Qp((w)), also 2w € Qp((w) + (z)) und daher
(rw) > (x) + (w). Mit 27! an Stelle von z folgt (w) = (71 (2w)) > (271) + (zw) = —(x) + (zw) und
daher (a2w) < (z) + (w).

5. Ist 0 #£ . € LW — D), so ist aw € Qp(W — (W — D)) = Qp(D). Offensichtlich ist p ein
K-Vektorraummonomorphismus. Zum Nachweis der Surjektivitat sei 0 # w; € Qr (D). Nach 1. gibt
esein w € Qp \ {0} mit w; = 2w, und es folgt (v) = (w1) — (w) > D — W, also x € L(W — D) und
w1 = p(x). O

4.6

Satz 4.6.1 (Satz von Riemann-Roch). Sei W € Dy, ein kanonischer Divisor und D € Dy,.
1. ¢(D) = dim(W — D) (also dim(D) = deg(D)+ 1 — g1 + dim(W — D)).
. deg(W) =2g;, —2 und dim(W) = gy.
. Ist deg(D) > 2g;,—1, soist i(D) =0 (also dim(D) =deg(D)+1—g; und Ap =Ar(D)+L).
D ist genau dann ein kanonischer Diwvisor, wenn deg(D) =2gr —2 wund dim(D) > gr.

[N
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BewEIs. 1. Nach Satz 4.5.2.5 ist p: L(IW — D) — Qp (D) ein K-Vektorraumisomorphismus und
daher (D) =dimg Qr(D) = dimg L(W — D) = dim(W — D).

2. Nach 1. ist g =i(0) = dim(W) = deg(W) + 1 — g1, + dim(0) = dim(W) + 2 — gr..

3. Ist deg(D) > 2g — 1, so folgt deg(W — D)) <0 und daher (D) = dim(W — D) = 0.

4. Ist D kanonisch, so ist D ~ W und daher deg(D) = 29 —2 und dim(D) = gr. Sei also
deg(D) =2g1, — 2 und dim(D) > gz. Dann folgt

gr < dim(D) =deg(D)+1— gy +dim(W — D) = g, — 1 + dim(W — D),

also dim(W — D) >1 und deg(W — D) = 0. Nach Satz 4.2.1 ist W — D € Hy, also D ~ W und daher
D kanonisch. ]

Satz 4.6.2 (Starker Approximationssatz). Sei r € Ng, und seien Py, P1,..., P, € P, verschieden.
Seien x1,...,2, € L und ny,...,n,. € Z. Dann gibt es ein x € L, so dass vp,(x —x;) = n; fiur alle
i €[l,r], und vp(x) >0 fir alle P € Pp\ {Py,...,P.}.

Insbesondere gilt : Es gibt ein x € L™, so dass Py die einzige Polstelle von x (und die einzige Nullstelle
von x~1) ist.

BEWEIS. Sei @ = (ap)pep, € Arp mit ap, = z; fiir alle ¢ € [1,7] und ap = 0 fir alle
PePp\{P,...,P}. Fiir m € N sei
Dy =mPy—» (n;+1)P €Dy,
i=1
und es sei m so groB, dass deg(D.,,) > 2¢gr, — 1. Nach Satz 4.6.1 ist dann Ay = Ap(D,,)+ L, und daher
gibt es ein z € L mit 2 — a € Ar(D,,). Fiir alle ¢ € [1,r] ist dann wvp, (2 — 2;) > n; + 1, und fiir alle
PelPp \ {Po, . Pr} ist UP(Z) > 0.

Fir ¢ € [1,7] sel y; € L mit vp,(y;) = n;. Obiges Argument (mit y; an Stelle von z;) beweist
die Existenz eines y € L, so dass wvp (y —y;) > n; + 1 fur alle ¢ € [1,r] und vp(y) > 0 fir alle
PeP,\{P,...P.}. Istnunx = y+ 2z sofolgt = -z = (z — ;) + (y — v;) +v; und daher
vp,(x — x;) = n; fir alle ¢ € [1,7], und vp(x) > min{vp(y), vp(z)} > 0 fir alle P € P, \ {P,...,P.}.
Im Falle r = 0 ist P die einzige Polstelle von x. |

Satz 4.6.3 (Kennzeichnung rationaler Funktionenkorper). Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
(a) L/K ist ein rationaler Funktionenkérper (also L = K(x) mit iber K transzendentem x).
(b) gr =0 und P} # 0.

Ist L/K ein rationaler Funktionenkérper und P € P}, so ist —2P ein kanonischer Divisor.

BEWEIS. (a) = (b) Sei L = K(z). Fiir jedes normierte irreduzible Polynom p € K[z] sein P, € Py,
die zugehorige Stelle, und P, € Pr, sei die unendliche Stelle. Dann ist vp, (z) =1, vp_(z) = —1 und
vp(z) =0 fur alle P € Pp \ {Py, Px}, also ()0 = Py, ()oo = Poo, und deg(P;) = deg(Px) = 1.

Sei nun r € N. Fir n € [0,r] ist (z") = n(x)o — n(2)ec > —7(2)o0, also 2" € L(r(z)s). Da
(1,z,...,2") iber K linear unabhéngig ist, folgt r+1 < dim(r(2)), und fiir r > 1 ist nach Satz 4.3.1
dim(r(z)eo) = deg(r(z)oo) + 1 — gL =7+ 1 — gz, und es folgt g, = 0.

(b) = (a) Sei P € Py, mit deg(P) = 1. Wegen deg(P) > 2g—1 folgt dim(P)=deg(P)+1—g=2
nach Satz 4.6.1, also L(P) 2 K. Ist « € L(P)\ K, soist () > —P und (z) # 0, also (z)s, = P und
[L:K(z)] = deg(x)oo = deg(P) = 1. Damit folgt L = K(z).

Ist L/K ein rationaler Funktionenkérper, P € Py, und deg(P) =1, soist deg(—2P) = -2 =2g; —2
und dim(—2P) =0 = gr. Nach Satz 4.6.1.4 ist —2P kanonisch. O
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4.7

Definition 4.7.1. Sei P € Py.
1. Die lokale Einbettung tp: L — Ajp sei definiert durch

x

, falls P=Q,

tp(z) = (Lp(®)Q)gep, mit tp(z)g = {0 falls P #Q.

tp ist ein L-Algebrenmonomorphismus.

2. Sei w € Q. Dann heiit der K-Vektorraumhomomorphismus wp = woitp: L — K die lokale
Komponente und das Element resp(w) =wp(l) € K das Residuum von w an der Stelle P.

Satz 4.7.2. Seiw € Qp.

1. Sei P € Pr. Fir alle x,z € L ist dann (zxw)p(z) = wp(xz), resp(rw) = wp(x), wund
resp: Q0 — K st ein K-Vektorraumhomomorphismus.

2. Sei a = (ap)pep, € Ar. Dann ist wp(ap) =0 fir fast alle P € Py, resp(w) =0 fir fast
alle P € Py,

w(a) = Z wp(ap) und Z resp(w) =0.
PcPy, PcPy,

3. Istw# 0 und P € Py, so folgt wp #0, und vp(w) =max{r € Z| wp [ L(rP)=0}.

4. Sei P € P} und vp(w) > —1. Dann ist resp(rw) = wp(x) = z(P)resp(w) fir alle x € Op.
Insbesondere ist genau dann resp(w) =0, wenn vp(w) > 0.

BEWEIS. Sei w # 0 und W = (w).

1. Fir z, z € L ist (aw)p(z) = (a2w)(tp(z)) = w(zip(z)) = wltp(zz)) = wp(zz) und daher
resp(zw) = (zw)p(1) = wp(x).

Ist w' € Qp und z € K, so folgt resp(w+w’) = (w4w')orp(l) = worp(l)+worp(l) = resp(w) +resp(w’),
und resp(zw) = (zw)p(l) = wp(x) = zwp(l) = zresp(w).

2. Sei S ={P € Py | vp(W) # 0 oder vp(ap) < 0}. Dann ist S C Py endlich, und wir
definieren (8 = (8p)pep, durch [p = ap, falls P ¢ S, und fp =0, falls P € S. Fir P ¢ S ist dann
vp(Bp) = vp(ap) > 0= —vp(W), und fir P € S ist vp(Bp) = co > —vp(W). Daher ist 5 € Ap(W),
und fiir alle P ¢ S ist tp(ap) € A (W). Damit folgt w(B) =0, w(p(ap))=0firalle P ¢ S, und

a:ﬁ+ZLp(ozp), also w(a +Z w(tp(ap)) Z wp(ap).
pes pes PePy
Insbesondere ist
Z resp(w) = Z wp(l)=w(l)=0, da w|L=0.
PePy PePy

3. Sei r = vp(W). Ist © € L(rP), so ist vp(z) > —r = —vp(W), also tp(x) € A (W) und daher
wp(z) = w(tp(x)) = 0. Nach Definition von W gibt es ein o = (ap)pep, € AL(W + P) mit w(a) # 0.
Wegen a ¢ Ap (W) ist vp(ap) = —(r+1) und daher ap € L((r+1)P). Wegen a = a—tp(ap)+ip(ap)
und a — p(ap) € AL(W) folgt 0 # w(a) = w(a — tplap)) + witp(ap)) = wp(ap). Also ist
wp [ L((r+1)P) #0 und daher auch wp [ L(sP) # 0 fiir alle s > r. Insbesondere ist wp # 0.

4. Sei deg(P)=1 (also Lp=K), z € Op und vp(w) > —1. Dann ist vp(x —z(P)) > 1, also
x — x(P) € L(—P), und wegen vp(w) > —1 folgt wp(x — 2(P)) = 0. Daher ist

resp(zw) = wp(z) = wp(z — 2(P)) + wp(x(P)) = 2(P)wp(l) = z(P) resp(w) .

Genau dann ist resp(w) = wp(l) = 0, wenn wp | K = 0, und das ist wegen K = £(0) nach 3. genau
dann der Fall, wenn vp(w) > 0. O
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Satz 4.7.3. Seien Py,..., P, € IF’}; verschieden. Dann gibt es einn € Qr, so dass vp,(n) = —1 und
resp,(n) =1 fir allei € [1,n].

BEWEIS. Sei 0 # w € Qr. Nach Satz 3.6.7 gibt es ein z € L, so dass vp,(z) = —vp,(w) — 1 und
daher wvp,(zw) = —1 fiir alle i € [1,n]. Nach Satz 4.7.2 ist dann a; = resp,(z2w) # 0, und nach Satz
3.6.7 gibt es ein y € L mit vp,(y —a;) > 0 fir alle ¢ € [1,n]. Damit folgt y(P;) = a;, vp,(y) =0,
vp, (Y~ 2w) = —vp, (y) +vp, (2w) = =1 und resp,(y~'zw) =y~ (P;) resp, (2w) = a; 'resp, (2w) = 1. O



CHAPTER 5

Algebraisch-geometrische Codes

Im diesem Kapitel sei q eine Primzahlpotenz, IFy ein Korper mit ¢ Elementen, und wir schreiben dim
an Stelle von dimy, .

5.1

Definition 5.1.1. Sei n € N. Fiir a = (a1,...,a,), b= (by,...,b,) € Fy sei
(a,b) = aib;, w(a)={i€[l,n]|a;#0} €[0,n] und d(a,b)=w(a-b)e0,n].
=1

Man nennt w(a) das Gewicht von a und d(a,b) die Hamming-Distanz von a und b. Fiir eine
Teilmenge C' C F sei C+ ={u e€F? | (u,c) =0 fiiralle ¢ C}. C*+ CF? ist ein Untervektorraum.

Ist C' C F7 ein Untervektorraum und k = dimg, (C), so ist dimg, (C+) = n — k, und (C+)* = C. Ist
H € M,y n(F,) eine Matrix, deren Zeilen eine Basis von C* bilden so ist C' = {u € F} | Hu' = 0},
und man nennt H eine Testmatriz fiir C.

Lemma 5.1.2. Sein € N.
1. Fir alle a, b€ Fy ist w(a+b) <w(a)+w(b).
2. d: Fy xFy — [0,n] C Rxq st eine Metrik.
BewEIs. 1. Sei @ = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,) € F. Dann ist
w(a+b)=|{ie[l,n]|a;+b #0} <|{i € [1,n]|a; # 0 oder b; # 0}|
<Hieln]|ai#0}+{i€ln][b#0} =w(a)+wb).
2. Definitheit und Symmetrie sind offensichtlich. Fiir a, b, ¢ € Fy ist
d(a,c) =w(c—a)=w((b—a)+ (c—b)) <w(b—a)+w(c—b) =d(a,b) +d(b,c). O

Definition 5.1.3. Seien n € N und k € [0, n].

L. Ein (linearer) [n,k]-Code C iiber I, ist ein Untervektorraum C C Fy mit k = dimg, (C).
Man nennt F, das Alphabet, die Elemente ¢ € C die Codewdérter, k die Dimension und n
die Ldnge von C. Im Falle C' # {0} nennt man

d=minw(C \ {0}) = min{d(a,d) | a,b € C, a # b} € [0,n]
die Minimaldistanz von C, und im Falle C' = {0} setzt man d = 0.

2. Ein [n,k,d]-Code ist ein [n, k]-Code mit Minimaldistanz d.

3. Sei C ein [n, k]-Code. Der [n,n — k]-Code C* heifit der zu C' duale Code.

4. Sei t € N. Ein [n,k]-Code C' C Fy heiflt t-fehlerkorrigierend, wenn fiir alle w € Fy gilt:
{ce Cld(u,c) <t} <1
Ein [n, k,d]-Code ist t¢-fehlerkorrigierend fiir jedes t € N mit 2¢ < d.

49
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Definition und Satz 5.1.4 (Satz von der Singleton-Schranke). Sei C' ein [n, k,d]-Code. Dann ist
k+d<n+1. Gilt Gleichheit, so nennt man C einen MDS-Code oder Code mit Mazimaldistanz.

BewEIS. Im Falle d < 1 ist nichts zu zeigen. Sei also d > 2 und W = FI~! x{0}"~4+1 C F7. Fiir
alle a € W ist d(a,0) = w(a) < d— 1 und daher W N C = {0}. Es folgt

E+(d—-1)=dimC+dimW = dim(C + W) + dim(CNW) = dim(C + W) <n. O

Definition und Bemerkung 5.1.5. Sein =¢—1, k€ [l,n]und F¥ = (8) = {3, 52, ...,5" =1}
Sei Ly ={f e€Fq[X]|gr(f) <k—1}, und sei

e: L, — Fy definiert durch e(f) = (f(8), f(B33),..., f(BY).
Ly, ist ein Fy-Vektorraum, dim(Ly) = k, und e ist ein F,-Monomorphismus [denn: Ist f € Ker(e), so
ist gr(f) < k—1<mn, und f hat n Nullstellen, also folgt f = 0]. Daher ist Cj = e(Ly) C F ein
[n, k]-Code. Fiir c=-e(f) € C\ {0} ist w(c)=n—|[{i € [1,n]| f(B") =0} >n—gr(f) >n—(k—1).
Ist d die Minimaldistanz von C, so folgt d < n —k + 1, also k +d < n+ 1, und nach Satz 5.1.4 gilt
Gleichheit.

Der Code Cy, heifit RS-Code ( Reed Solomon Code). Jeder RS-Code ist ein MDS-Code. Wegen n = ¢—1
sind RS-Codes “kurz”.

5.2

Definition 5.2.1. Sei L/F, ein Funktionenkérper mit Konstantenkérper Fy, und n € N. Seien
Py,...,P, € P} verschieden, D =P +...+ P, und G € Dy, so dass vp,(G) = 0 fiir alle i € [1,n]
(fir z € £(G) ist dann € Op, und z(P;) € Lp, =F, fir alle i € [1,n]).

1. Die Abbildung
e=epqg: L(G) — F, sei definiert durch e(z) = (2(Py),...,2(Fy,)).
Dann ist e ein F,-Vektorraumhomomorphismus, und Cr(D,G) = Bi(e) C Fy heifit ( geome-
trischer) Goppa-Code zu den Divisoren D und G.
2. Die Abbildung

e" =ep g QL(G—D) — Fy seidefiniert durch e*(w) = (resp, (w),...,resp, (w)).

Dann ist e* ein Fy-Vektorraumhomomorphismus, und Cq(D,G) = Bi(e*) C Fy heiBt ( residu-
eller) Goppa-Code zu den Divisoren D und G.

Satz 5.2.2. Sei L/F, ein Funktionenkdrper mit Konstantenkérper Fy undn € N. Seien Pi,..., P, €
P! wverschieden, D =Py + ...+ P, und G € Dy, so dass vp,(G) =0 fir allei € [1,n] (firz € L(G)
ist dann x € Op, und x(P;) € Lp, = F, fir allei € [1,n]). D = Py + ...+ P, mit verschiedenen
Py,....,P, €PL und G €Dy, so dass vp,(G) =0 fir alle i € [1,n].
1. Ce(D, Q) ist ein [n, k,d]-Code mit
k =dim(G) —dim(G — D), und d>n—deg(G) im Falle k> 0.
Ist insbesondere deg(G) < n, so gilt:
ep,g ist ein Monomorphismus, k = dim(G) > deg(G) + 1 — g, mit Gleichheit, falls
deg(G) > 2gr, — 1, und im Fallek >0 ist k+d>n+1—gr.
2. Sein € Qp, so dass wvp,(n) = —1 wund resp,(n) = 1 fir alle i € [1,n] (existiert nach

Satz 4.7.3), und sei W = (n). Dann ist vp,(D — G+ W) =0 fir allei € [1,n], und es ist
Cao(D,G)=Cr(D,D -G+ W).
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3. Ca(G, D) ist ein [n, k*,d*]-Code mit
kE*=i(G—-D)—i(G) =n—dimC,(D,G), wund d*>deg(G)—2gr+2 im Falle k* >0.
Ist insbesondere deg(G) > 2g1, — 1, so gilt:
ep g ist ein Monomorphismus, k* = i(G — D) > n+ g, — 1 —deg(G) mit Gleichheit, falls
deg(G@) < n, und im Falle k* >0 ist k*+d*>n+1—gg.
4. Cq(D,G) = Cr(D,G)*.

BeEwers. 1. Es ist Ker(e) = {z € L(G) | vp,(x) > 0 firalle i € [1,n]} = £(G — D) und
daher k = dim C (D, G) = dim(G) — dim(G — D). Sei nun k > 0, und sei z € L(G) \ L(G — D), so dass
d = w(e(z)) die Minimaldistanz von C (D, G) ist. Dannist n—d = |{i € [1,n] | € P;}|, und es sei (nach
geeigneter Umnummerierung) z € P; fir allei € [d+1,n]. Dannist = € L(G — (P41 +...+ P,))\ {0}
und daher 0 < deg(G — (Pyt1+ ...+ Py)) =deg(G) — (n — d), also d > n — deg(G).

Sei nun deg(G) < n. Wegen deg(G — D) = deg(G) —n < 0 ist dann £L(G — D) = {0}, also e ein
Monomorphismus, k = dim Bi(e) = dim G > deg(G) + 1 — g1 nacb Satz 4.3.1, und nach Satz 4.6.1 gilt
Gleichheit, falls deg(G) > 2¢;, — 1. Im Falle k > 0 folgt insbesondere k+d >n+1—gr.

2. Fir alle ¢ € [1,n] ist vp, (W) = vp,(n) = —1 und daher vp,(D — G+ W) = 0. Nach Satz 4.5.2.5
definiert die Zuordnung =z — zn einen K-Vektorraumisomorphismus pu: L(D — G+ W) — Qr(G — D).
Fir alle ¢ € [1,n] und z € L(D — G+ W) ist resp,(zn) = z(P;)resp,(n) = x(F;). Daher folgt
€D, D-G+W = eB,GOM und CQ<D7 G) = CL(D7D -G+ W)

3. Nach 1. und 2. ist Cq(D,G)=Cr(D,D -G+ W) ein [n, k*,d*]-Code mit

E*=dim(D -G+ W) —dim(-G+ W), und d*>n—deg(D-G+W), falls k*>0.
Nach Satz 4.5.2.5 ist
E* =dim(D - G+ W) —dim(—G+ W) =dimQ,(G — D) —dim Q. (G) = i(G — D) — i(G)
= [dim(G — D) — deg(G — D) + g1, — 1] — [dim(G) — deg(G) + g1, — 1]
=dim(G — D) — dim(D) + n =n — dim C(D, G),
und mit Satz 4.6.1 folgt (falls k* >0)
d*>n—deg(D -G+ W) =n—deg(D) + deg(G) — deg(W) = deg(G) — 291, + 2.
Ist deg(G) > 2g;, — 1, so ist deg(D — G+ W) < n—2g, +1+2g;, —2 < n, also ep p_g+w e€in
Monomorphismus nach 1., und daher ist auch e}, ; ein Monomorphismus. Ferner ist in diesem Falle
i(G) =0, also
k* =i(G—D) = dim(G—D)—deg(G—D)+gr,—1 = dim(G—D)—deg(G)+n+gr—1 > n+gr —1—deg(G)
mit Gleichheit, , falls deg(G) < n, denn dann ist deg(G — D) < 0 und dim(G — D) = 0. Im Falle
k* >0 folgt k*+d*>n+1—-gr.

4. Sei z € L(G) und w € Qp(G — D). Dann ist (2w) = (z) + (w) > =G + (G — D) = D, also

vp(zw) > —1 fiir alle P € Py, und vp(zw) > 0 fiir alle P € P\ {Py,..., P,}. Mit Satz 4.7.2 folgt nun

(e(z),e*(w)) = ZresPi (Wz(P;) = ZresPi (zw) = Z resp(zw) = 0.
i=1 i=1

PePy,
Daher ist Cq(D,G) C Cz(D,G)*, und wegen dim Cq(D,G) =n —dim Cz(D,G) folgt Gleichheit. O






CHAPTER 6

Elliptische Funktionenkorper und elliptische Kurven

In diesem Kapitel sei K ein Kérper und K eine algebraische Hiille von K .
6.1

Definition 6.1.1. Ein Funktionenkérper L/K heifit elliptisch, wenn g, =1 und P} # (.

Satz 6.1.2. Sei L/K ein elliptischer Funktionenkérper.
1. Zu jedem A € Dr, mit deg(A) =1 gibt es genau ein P € P, mit A ~ P (und dann ist P € P}).
2. Sei O € PL. Dann ist die Abbildung
®: P, —CY, definiert durch ®(P) =[P — 0],
bijektiv, und es gibt genau eine Verkniipfung & auf Pk, fir die PL zur abelschen Gruppe und ®
zum Isomorphismus wird. Fir diese ist O das Nullelement, und fiir alle P, Q, R € P} gilt:
PeQ=R < [P-0]+[Q@-0]=]R-0] < P+Q~R+O0
und

PPQeR=0 < P+Q+R~30.

BEWEIS. 1. Sei A € Dy, mit deg(A) = 1. Nach Satz 4.6.1 ist dim(A) = deg(A4) +1—gr =1, und
nach Satz 4.1.2.5 gibt es ein A; € Dy, mit Ay > 0 und A ~ A;. Dann ist deg(A4;) = deg(A) = 1 und
daher A, =P € ]P’lL. Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es seien P, P’ € Py, mit P # P’,
A~ Pund A ~ P, so folgt deg(P) = deg(P’) und P ~ P’. Dann ist 0 # P — P’ = (x) mit € L*,
(¥)oo = P und [L:(z)] =deg(x)s =1, also L = K(z), ein Widerspruch.

2. Es geniigt, die Bijektivitit von ® zu zeigen. Sei also ¢ € C? und C € ¢. Dann ist deg(C) = 0,
und fiir P € P} ist genau dann ®(P) = ¢, wenn [P — O] = [C], also P ~ O + C. Wegen deg(O+C) =1
gibt es nach 1. genau ein solches P € P! . ]

Definitionen und Bemerkungen 6.1.3. Ein Polynom f € K[X,Y] heifit Weierstraf-Polynom,
wenn

f=Y? 4+ XY +a3Y —g mit g=X>4a,X?+ayX +ag
und
e a1 =az=0, falls char(K) # 2,
e a3 =0 oder (a1, az)=(1,0), falls char(K) = 2.
Ist g= (X —&)(X —&)(X — &) mit &, 29, &3 € K, 50 heifit
D =[(& — &) (& — &) (& — €3)]* = —4daas + a3a] — 4al — 27ai + 18azasa6 € K

die Diskriminante von g (nachrechnen! Genau dann ist D # 0, wenn g keine mehrfachen Nullstellen
besitzt).

53
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Die Diskriminante A = Ay des WeierstraB-Polynoms f ist definiert durch

16D, falls a1 =a3=0,
A= as, falls char(K)=2und a; =0,
a3 +ag, falls char(K) =2 und (a1,a3) = (1,0).

Ist p=(a, B) € K?, so besitzt das WeierstraB-Polynom in p die Taylorentwicklung

F = FB)+ 5L B)(X—a)+ GL @)Y ~ ) +ar(X =) (¥~ )~ (az-+30) (X — ) +(¥ ) ~ (X —~a)°.

Satz 6.1.4. Sei L/K ein elliptischer Funktionenkérper. Dann gibt es ein Weierstrafs-Polynom
feK[X,Y], so dass L =K(x,y) und f(z,y)=0.

BEWEIS. Sei P € P}. Fiir n € Nist dann deg(nP) =n > 1 = 2g;, — 1, und aus Satz 4.6.1 folgt
dim(nP) = deg(nP) + 1 — g, = n. Daher ist K = L(P) C L(2P) € L(3P). Sei z; € L(2P)\ K und
y1 € LBP)\L(2P). Dann ist (21)ec = 2P, (Y1)eo = 3P, aus Satz 4.2.1 folgt [L:K(x1)] = deg(2P) = 2,
[L:K(y1)] = deg(3P) = 3, und wegen [L:K(z1,y1)]|[L: K(z1)] und [L: K(z1,y1)]|[L: K(y1)] folgt
L = K(x1,y1). Die 7 Elemente y$, x1y1, y1, 23, 23, 21, 1 liegen in £(6P) und sind wegen dim L£(6P) = 6
linear abhéngig iiber K. Daher besteht eine Relation ay% + a1x1y1 + a3y — bx‘I’ — 04233‘% —oyur1 —ag =0
mit (a,aq, az, b, az, ag, ag) € K7\ {0}. Wegen [K(x1)(y1): K(z1)] = 2 ist a # 0, und wegen
[K(y1)(z1): K (y1)] = 3 ist b # 0. Nun multiplizieren wir die Relation mit a3h? und setzen y, = a®by;,
29 = abxi. Dann erhalten wir L = K(z2,y2) und y%—i—alxgyg—i—agabyg —x% —agaxg —oua?brs —ag = 0.

FALL 1: char(K) # 2. Wir setzen

y:yz+w und x =x5.

3

Dann folgt L = K(z,y), und es besteht eine Relation der Form ? — 2% — as2? — a4z — ag = 0 mit

as, a4, ag € K.

FALL 2: char(K)=2 und a3 =0. Wir setzen y =y und « = 5. Dann ist L = K(z,y), und es
besteht eine Relation der Form %2 + asy — 23 — aga? — aqx — ag = 0 mit as, as, a4, ag € K.

FALL 3: char(K) =2 und a3 # 0. Wir setzen y = yo und & = ayxa+asgab. Dannist L = K(x,y),

und es besteht eine Relation der Form y? + zy — 23 — aga? — asx — ag = 0 mit as, a4, ag € K. O

6.2

Satz 6.2.1. Sei f € K[X,Y] ein Weierstra-Polynom, A seine Diskriminante, C = V(f) C K2,
E=CcC P%, 0=(0:1:0), und seien x, y € K[C] die Koordinatenfunktionen von C.

1. f ist absolut irreduzibel.

2. E\V(f) ={o}, und o ist ein requldrer Punkt von E.

3. Genau dann ist E glatt, wenn A # 0.

4. Sei A #0. Dann ist K(F) ein elliptischer Funktionenkdrper, und

U: E(K) — ]P’}((E) . defindert durch ¥(p) = Mp(E),

eine bijektive Abbildung. Ist O = U(0), s0 ist (2)oo =20 und (Y)so = 30.
5. Besitzt E einen singuldren Punkt p € E(K), so ist K(E) ein rationaler Funktionenkorper.
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BEWEIS. Sei f = Y2+ a1 XY +a3Y —g mit g = X3+ as X% + a4 X + ag € K[X]. Dann ist
F =Y+ XY Z 4+ asYZ? — X3 — s X?Z — ayX 2% — aZ® E =C = Vo(f*), f*(0) = 0, und
f3 = — X3 ist die Leitform von f.

1. Da K beliebig war, geniigt es, die Irreduzibilitat von f iiber K nachzuweisen. Wir nehmen an,
f=Y%2+ (a1 X +a3)Y — g € K[X][Y] sei reduzibel. Dann besitzt f, aufgefasst als Polynom in Y iiber
K[X], eine Faktorisierung f = (Y — h1)(Y — ha) mit Polynomen hq, hy € K[X]. Wegen g = —hihs
ist dann entweder {gr(h1), gr(h2)} = {0,3} oder {gr(hi), gr(h2)} = {1,2}, und beides ist wegen
a1 X + a3z = —(hy + he) unméglich.

2. Esist E\C = {(a:0:0) € IP’% | @ =0} = {0}, und wegen

af*
0z

3. Nach 2. ist E genau dann reguléar, wenn C' regular ist.
FALL 1: char(K) # 2. Dannist f=Y?—g,

of _ —¢" und 9 _

0X 1) 4
Genau dann ist E singulir in einem Punkt p = (o, 3) € K2, wenn = 0 und g(a) = ¢’(a) = 0. Daher
besitzt E' genau dann einen singuléren Punkt, wenn g eine mehrfache Nullstelle besitzt, und das ist genau
dann der Fall, wenn D = 0. Daher ist E genau dann glatt, wenn A # 0.

FALL 2: char(K)=2 und a3z #0. Dannist a; =0, f=Y2+a3Y —g,

of =—¢ und —= =a3.
0X oYy
Ist A =ai #0,s0ist E glatt. Ist A=a3=0 und p=(o,8) € K? mit ¢’(a) =a®>+as =0 und
fla,B) = 32+ a3B — g(a) =0, so ist p ein singulirer Punkt von E.
FALL 3: char(K) =2 und (ai,a3) = (1,0). Dannist f=Y?+ XY —g,
of of
G _y_yg 9 _x.
oxX %
Genau dann ist E singuliir in einem Punkt p = (o, 3) € K2, wenn o = 0, f(3,0) = 2 —ag =0 und
3 = ¢'(0) = ay4. Daher besitzt E genau dann einen singuliren Punkt, wenn a3 = ag, also A = 0 ist.

4. Sei A # 0. Esist K(C) = K(F) = K(z,y), und wegen f(x,y) = 0 ist y algebraisch {iber
K(z) und z algebraisch iiber K(y). Daher sind z und y beide transzendent iiber K, f(X,y) ist das
Minimalpolynom von z iiber K(y) und f(z,Y) ist das Minimalpolynom von y tiber K (z). Insbesondere
folgt [K(C):K(x)] =2 und [K(C):K(y)] =3. Wegen o € E(K) ist O = My(E) € IE”}((C)7 und nach
Satz 3.9.4 ist U eine bijektive Abbildung. Fiir alle p € C ist P, = Mp(C) = Mp(E) € Pk ey und
Op, D Klz,y|. Daher ist O die einzige Polstelle von z und von y, und nach Satz 4.2.1 ist (z)s = 20
und (y)so = 30. Da (1,y) iiber K () linear unabhingig ist, ist {z*, z¥y | k € Ny} eine iiber K linear
unabhingige Menge. Ist n € N gerade, n = 2m >4, so ist {1, x, ..., 2™, y, yz, ...,yz™ 2} C L(nO).
Ist n € N ungerade, n = 2m +1 > 3, soist {1, z,...,2™, y, yx, ...,yz™ *} C L(nO). In jedem Falle
folgt dim(nO) > n, und fiir n > 1 ist n < dim(nO) = deg(nO) + 1 — gx(c) = n + 1 — gr(c), also
gr(c) < 1 nach Satz 4.6.1. Wir miissen gg ¢y = 1 zeigen, und wir nehmen an, es sei gx (o) = 0.

Wegen deg(O) =1 > 2ggcy — 1 ist dim(O) = deg(O) + 1 — gx(c) = 2 (nach Satz 4.6.1), also
K C £(0). Ist t € L(O)\ K, so folgt (t)oec = O und daher (t) = P — O mit P € P}{(C). Dann ist
[K(C): K(t)] = deg(t)oo = 1, also K(C) = K(t), und K|[t] besteht aus allen z € K(t), die hochstens
in O einen Pol besitzen. Insbesondere folgt =, y € K[t], und daher gibt es Polynome p, ¢ € K[X] mit
xz=p(t), y=q(t), gr(p) =2 und gr(q) =3, woraus wir nun einen Widerspruch herleiten.

(o) =1 ist o ein reguldrer Punkt von FE.

2Y.
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FALL 1: char(K) # 2. Dann ist ¢(t)? = g(p(t)), also 2q(t)q'(t) = ¢'(p(t))p'(t), und wegen A # 0
ist g(t) = (t — B1)(t — B2)(t — B3) mit verschiedenen 31, B2, B3 € K. Fiir i € [1,3] sei 7; € K mit
p(1:) = Bi, also ¢(;) = 0 und daher 0 = ¢'(5;)p'(rs). Da g keine mehrfachen Nullstellen besitzt, ist
9'(8;) # 0, also p’(r;) = 0. Nun sind aber 71, 72, 73 verschieden, und es ist gr(p’) = 1, ein Widerspruch.

FALL 2: char(K) =2, a3 #0. Dann ist a; = 0 und q(¢)? +asq(t) = g(p(t)). Wegen 2q(t)¢'(t) =0
folgt asq'(t) = ¢'(p(t))p'(t). Wegen az # 0 ist azq’(t) ein Polynom vom Grade 2, aber ¢'(p(t)) ist vom
Grade 4, ein Widerspruch.

FALL 3: char(K) =2, (a1,a3) = (1,0). Dannist q(t)2+p(t)q(t) = g(p(t)), und durch Differenzieren
erhalten wir p(t)q’(t) + p'(t)q(t) = ¢’ (p(t))p'(t). Sei 7 € K mit p(r) = 0.

FALL 3a: p/(7) = 0. Dann ist 7 eine mehrfache Nullstelle von p(t), also p(t) = c(t — 7)% mit c € K*
und daher p’(t) = 0. Es folgt p(t)q¢’(t) = 0, ein Widerspruch.

FALL 3b: p'(7) # 0. Dann ist q(7) = ¢'(p(7)) = ¢'(0) = ay und ¢(7)? = g(p(7)) = g(0) = ag, also
a? = ag und A = 0, ein Widerspruch.

5. Sei p = (o, B)E(K) C K? ein singulirer Punkt von E. Dann degeneriert die Taylorentwicklung
von finpzu f= (Y —-B)2+a1(X —a)(Y - ) — (az +3a)(X —a)? — (X — )3, und wegen f(z,y) =0
folgt
y—>0

r—«

t=

€ K(x,y), z=t"4+at—2a—ay, y=tlx—a)?*+3, und K(C)=K(z,y)=K(t). O

Definition und Bemerkung 6.2.2. Eine iiber K definierte elliptische Kurve ist eine iiber K
definierte irreduzible projektive glatte Kurve E C ]P’%, so dass K (F) ein elliptischer Funktionenkorper
ist. Dann ist

U: B — Pgpy, definiert durch V¥(p) = P, = Mp x(E),
bijektiv, und ¥ (E(K)) = ]P’}((E). Fiir p € E sei vp = vp,: K(E) — Z U {oo}.
Sei 0 € E(K). Nach Satz 6.1.2 wird IP}(( ) Zur abelschen Gruppe mit Nullelement P, vermdge
P&Q=R < P+Q~R+P, firalle P,Q, R€ePyp,
und dann ist die Abbildung P}(( B C%( 5> Pp— [Pp — Po], ein Gruppenisomorphismus.
Mittels ¥ wird dann auch F(K) zur abelschen Gruppe mit Nullelement o vermoge
peEqgq=r < P,dP;~P.+PF, firalle p,q, 7€ E(K).

Man nennt @ die Addition mit Basis o auf E(K). Fir p € E(K) und m € Z bezeichnet man das
m-fache von p in F(K) mit [m]p.

Satz 6.2.3. Sei E C Py eine elliptische Kurve, E =V (f) mit
f=Y?4+ a1 XY +a3Y — X3 —ayX? —ayX —ag € K[X,Y],
C=ENK?, o=(0:1:0) der Fernpunkt von C und @& die Addition mit Basis o auf E(K).
1. Seienp, g € C(K) = E(K)\{o}. Im Falle p # q sei L C K? die Verbindungsgerade von p und

q, und im Falle p = q sei L die Tangente an C in p. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt r € E(K), so dass LNE(K) ={p, q, r}, und im Falle p # q ist

o centweder r ¢ {p,q}
e oder r=p und L ist Tangente an C in p
e oder r=q und L ist Tangente an C in q.
Fir diesen Punkt r ist p®q®r = o.
Insbesondere folgt q = Op, falls o€ L (also L=V (X —a) mita € K ).
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2. Seien p= (o, 3), p' = (!, ') € ENK?2. Dann ist Op = (a, —3 — aja — a3), und genau dann
ist a=da, wenn p' € {p, Op).

Im Falle p' £6p ist podp = (a”, 7)), wobei

" =N tar—ay—a—-ad und B'=-N+a)a" —v—a3
mit
/_ -1
)‘Zg/_gv V:%7 falls p#p" (und dann auch o #a'),
und
)\_3a2+2a2a+a4—a1ﬂ =3+ aga+ 2a6 — azf falls p—p
B 28+ a1+ a3 ’ B 268+ aja + a3 ’ p=p

BEWEIS. 1. Seien z, y € K[C] die Koordinatenfunktionen von C, p = (a,3) € C(K) C K? und
L C K eine iiber K definierte Gerade mit p € L,

L=V(a(X—a)+bY —p)) mit (a,b)€ K>\{(0,0)}, und ¢ =a(z—a)+bly—p) e K[C].

Nach Satz 3.9.5 ist vp(¢) > 1, und genau dann ist vy () > 2, wenn L die Tangente von C' in p ist. Fiir
einen Punkt z = (o/,3) € Cist o =alx — ) +by— )+ aled —a) +b(8 — ), also vy(p) > 0.
Genau dann ist v,(p) > 1, wenn z € L, und genau dann ist v, () > 2, wenn L Tangente von C in z ist.
Nach Satz 4.2.1 ist

0=deg(¢) = > vp(p)P =1o(p)+ > deg(P:)vs(e).

PE]P)K(c) zeC
FALL 1: b=0. Dann ist a # 0, o € L, und wegen v,(z) = —2 ist vo(p) = —2 und daher
Z deg(Py)vz(p) = 2.

zeC

FALL la: p # q. Dann ist vp(p) > 1, vq(p) > 1, also vp(p) = ve(p) =1 und wv,(p) =0 fir alle
z € C\ {p,q}. Daher folgt LNE ={p, g, 0} und () = —2P, + P, + Py, also Pp, + Py + P, ~ 3P,
und daher q = Sp.

FALL 1b: p =gq. Dann ist vp(p) > 2, also vp(p) =2 und v,(p) =0 fiir alle z € C'\ {p}. Daher
folgt LNE ={p, o} und (¢) = —2P, + 2Py, also 2P, + P, ~ 3P,, und 2[p] = o.

FALL 2: b# 0. Dann ist o ¢ L. Wegen v,(z) = —2 und v,(y) = —3 ist v,(p) = —3, und daher
Z deg(P:)vz(p) =3.

zeC

FALL 2a: p # q. Dann ist vp(p) > 1 und vq(p) > 1. Ist L die Tangente von C in p, so ist
vp(p) > 2, also vp(p) =2, vg(p) =1 und v,(p) =0 fiir alle z € C'\ {p, g}. Daher folgt LNE = {p, q}
und (¢) = =3P, +2Pp + Py, also 2P, + Py ~ 3P, und daher [2]p & q = o. Ist L die Tangente von C
in g, so folgt in gleicher Weise P, + 2P, ~ 3P, und daher p® [2]q = 0. Ist L nicht die Tangente von C'
in q, soist vg(p) =1, und daher gibt es einen Punkt » € C'\ {p, ¢} mit deg(P,) = vr(¢) = 1. Es folgt
LNE={p,q,r} und () = —3P,+ Pp+ Py+ Py, also Pp+ Py+ P, ~ 3P, und daher p®qg&r = o.

FALL 2b: p = q. Dann ist vp(p) > 2. Ist vp(p) > 3, so ist v.(¢) = 0 fiir alle z € C'\ {p}. Daher
folgt LNE = {p} und (p) = —3F, + 3P,, also 3P, ~ 3P, und daher [3]p = 0. Ist vp(p) = 2, so
gibt es einen Punkt » € C'\ {p} mit deg(Py) = v.(¢) = 1. Esfolgt r € C(K), LNE = {p, r} und
(¢) = =3P, + 2P, + Py, also 2P, + P, ~ 3P, und daher 2]p&r =o.

2. Genau dann ist « = o/, wenn p, p’ € V(X — «), und nach 1. ist das genau dann der Fall, wenn
entweder p = p’ oder p+ p’ = 0. Genau dann ist p+p’ = o (also p’ = Sp), wenn p’ = («, ) und
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B, 8 die einzigen Nullstellen von f(«,Y’) sind. Dann ist aber f(a,Y) =c(Y —B)(Y — ') mit c€ K*,
also Y2 —ajaY —azY — g(a) =cY? — (B + 3)Y +cB3'. Damit folgt ¢ =1und B+ ' = —a1c — as.

Sei nun p’ # ©p. Sei L die Verbindungsgerade von p und p’, falls p # p’, und sei L die Tangente
von C in p, falls p = p’. Wegen p + p’ # o ist dann o ¢ L und daher L = V(Y — AX —v) mit den
angegebenen Werten fir A\, v € K. Genau dann ist p®p’ = p”’ = (", §”), wenn LNC = {p, p’, ©p"),
und das ist genau dann der Fall, wenn «, o', o’ die einzigen Nullstellen von f(X,A\X +v) sind, und dann
8= —-(a"+v)—a1a” —az = —(A+a1)a” —v—az. Wir erhalten f(X,AX+4v) =c¢(X—a)(X—a')(X—a")
mit ¢ € K* und daher

FXAX +0) = AX 4+ )2+ a1 XAX +v) +azs(AX +v) — X3 —apX? — a4 X —ag
i

=cX? —cla+a +ad")X? 4 clad + ad” + 'a”)X — cad’d”.
Esfolgt c=—1und a4+ o' +a” = A2+ a1\ — as. a



CHAPTER 7

Endliche Erweiterungen algebraischer Funktionenkorper

In diesem Kapitel sei K ein vollkommener Korper.
7.1

Definition 7.1.1. Seien L/K und L'/ K’ Funktionenkérper. Man nennt L'/ K’ eine (endliche) Funk-
tionenképererweiterung von L/ K, wenn gilt: L' D L ist eine endliche Kérpererweiterung, K/ D K, K ist
der Konstantenkorper von L und K’ ist der Konstantenkorper von L. Insbesondere ist dann K'L C L/,
und im Falle K'L = L/ nennt man L'/K’ eine Konstantenerweiterung von L/K.

Satz 7.1.2. Sei L/K ein Funktionenkorper mit Konstantenkéorper K.

1. Sei L' D L eine endliche Korpererweiterung. Dann ist auch L'/K ein Funktionenkérper. Ist
K’ der Konstantenkorper von L' /K, so ist L'/K' eine Funktionenkorpererweiterung von L/K,
K'NnL=K, und [K":K] < .

2. Sei L O L eine algebraische Hiille von L, K C K' C L ein Zwischenkérper und [K': K| < 0o.
Dann ist [K'L: L] = [K': K], und K'L/K' ist ein Funktionenkorper mit Konstanenkérper K'.
Insbesondere K'L/K' eine Konstantenerweiterung von L/K.

(also die relative algebraische Hiille von K in L), .

BEWEIS. 1. Sei x € L transzendent tiber K und [L: K(z)] < co. Dann ist [L': K(x)] = [L': L][L:
K(x)] < oo und daher L'/K ein Funktionenkdrper. Da K’ die relative algebraische Hiille von K in L’/
ist, folgt K’ N L = K, und nach Satz 3.7.2 ist [K': K] < oo.

2. Sei K/ = K(«) und f € K[X] das Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist LK’ = L(«), und
wir zeigen, dass f irreduzibel iiber L ist (dann folgt [L(a): L] = gr(f) = [K(«): K]). Wir nehmen im
Gegenteil an, es sei f = gh mit g, h € L[X]\ L. Sind a = ay,...,q, € L die Nullstellen von f in L, so
liegen die Koeffizienten von g und h in K(«;,...,a,) N L = K, ein Widerspruch zur Irreduzibilitit von
f iber K.

Es bleibt zu zeigen, dass K(a) der Konstantenkorper von L(«) ist. Sei also § € L(a) algebraisch
tiber K(a). Wegen der Vollkommenheit von K gibt es nach dem Satz vom primitiven Element ein
Element v € K(«,3) mit K(«,8) = K(v). Dann ist L(a) = L(), und nach dem eben Gezeigten folgt
[L(v):L] = [K(7):K] > [K(«a): K] = [L(«): L] = [L(): L]. Daher ist § € K(v) = K(a). O

Satz 7.1.3. Sei L' /K’ eine Funktionenkorpererweiterung von L/K.

1. Sei PP € Py und P=P'NL. Dann ist P € Py, Op = Op NL, und P ist die einzige Stelle
von L mit P C P’.

2. Ist P € Py, so ist die Menge {P' € Pr, | P C P'} endlich und nicht leer.

BEWEIS. 1. Sei P’ € P,. Wir nehmen an, es sei L C Ops Ist dann z € L’ \ Op-, also vp/(z) < 0, so
ist z algebraisch iiber L, und es besteht eine Gleichung 2" 4+ an_12" ' +... +a124+ag =0 mit n €N
und ag,...,a,—1 € L. Fir v € [0,n — 1] ist aber vp/(a,2") = vop(2) +vp (a,) > nvp(z) = vp (2"),

59
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ein Widerspruch. Daher ist LN Op: C L, und fiir z € L\ Op: ist =1 € LN Ops, also ist LN Op: ein
Bewertungsbereich von L, es gibt eine Stelle P, € Py, mit LN Opr = Op,, und wir zeigen P = P. Ist
x € P,soista™t € L\Op, C L’\Ops und daher x € LNP' = P. Nunist aber P = P'NL C Op/NL = Op,
ein Ideal und daher P C P.

Ist P, € Py mit P, C P/, so folgt P, C P und daher P = P; nach Satz 3.6.6.

2. Sei P € P;. Nach Satz 4.6.2 gibt es ein x € L* so dass P die einzige Nullstelle von z ist.
Ist P’ € Pr/, so ist P’ genau dann Nullstelle von z, wenn z € P’ N L, wenn also P C P’. Daher ist
NE(z) = {P" € Py | P’ > P}, und diese Menge ist endlich und nicht leer. O

Definition und Satz 7.1.4. Sei L'/K' eine Funktionenkérpererweiterung von L/K.
1. Sei P € P, und P’ € Py,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) PC P.
(b) Op C Opr.
(c) Es gibt ein e €N, so dass vp |L=evp: L — Z U {co}.
(d) P=P'nL.
(e) Op=0p NL.
Sind diese Bedingungen erfillt, so ist P’ N Op = P, und die Inklusion Op — Op/ induziert

einen Monomorphismus Lp — L', vermége dessen wir Lp C L' annehmen. Es ist dann
J(P'/P) = [Lp:Lp] < o,

st S
und x(P') =x(P) fir allex € L.

Man sagt, P’ liegt iber P, schreibt P’|P, nennt P die FEinschrinkung von P’ auf L und
f(P'/P) den Restklassengrad von P'|P. Die Zahl e =e¢(P'/P) in (c) heifit Verzweigungsord-
nung von P'|P. Ist e(P’/P) > 1, so nennt man P’ | P verzweigt, andernfalls unverzweigt.

2. Die Abbildung jr//r: Dr — D/ sei wie folgt definiert: Fiir P € Py, sei
jryi(P)= > e(P'/P)P'  (Summe iiber alle P’ € P, mit P'|P),
PP
und fiir
D= wp(D)PeDy sei juyp(D)= Y vp(D)jn(P) €Dy,
PePy PePy
Die Abbildung jz//r, heifit Konorm oder Einbettung der Divisoren.
jryr st ein Monomorphismus, und fir alle x € L* ist jrr /1 ((x)") = (x), i((@)E) = (2)F
und jL’/L((x)éo) = ('r)go/
3. Fir alle P € Py, ist
[L':L] = Z e(P'/P) f(P'/P) (Summe iiber alle P’ € Py, mit P'|P),
PP
also insbesondere e(P'/P) <[L':L] und f(P'/P)<|[L':L] fir alle P'|P.

4. Fir alle D € Dy, ist
_ deg(D)[L':L]

deg(jr /(D)) = KK
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5. Sei L" /K" eine Funktionenkorpererweiterung von L'/K'. Dann ist L" /K" auch eine Funktio-
nenkdrpererweiterung von L/K, jp»p = jpr/r0j L, und fir P € Py, P' € P, P ePpu
mit P"|P'|P st e(P"/P)=e(P"/P)e(P'/P) und f(P"/P)= f(P"/P)f(P'/P).

BEWEIs. 1. (a) = (¢) Fir0#a € Pist vp/(a) > 0. Es folgt vp/(L*) =eZ mit e € N, und daher
ist vog=e tvp/ |L: L — ZU{oc} eine diskrete Bewertung von L mit

PUO:{xEL|’UP/(:17)>O}:leLDP:PUP.

Aus Satz 3.6.6 folgt vy = vp, also vp/ | L =evp.

)= (d) P={xeL|vp(x)>0}={zxeL|vp(z)>0}=PNL.

) = (e) Op={xeL|vp(x)>0}={zel|vp(z)>0}=0p NL.
d) = (a) und (e) = (b) Offensichtlich.

(b) = (a) Nach Satz 7.1.3 gibt es eine Stelle P; € Py, mit P; C P’, und fir diese ist Op, = Op:NL,
also Op C Op,. Damit folgt Op = Op, und P =P, C P'.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist P'NOp = PPN LN Op = P, und daher induziert Op — Op
einen Monomorphismus Lp = Op/P — Op//P" = L’,,. Nach Identifizierung ist K C Lp C L', und
[Lp K] = [L’p : K'|[K': K] < co. Nun ist

C
C

(
(
(

[Lp K] _ [Lp K [K" K] _ deg(P') [K':K]
[Lp K] [Lp K] deg(P)

J(P'/P) = [Lip:Lp] =

2. Offensichtlich ist jz,,;, ein Gruppenmmonomorphismus. Fiir x € L* ist

@ = 3 wp@) P =3 Y e(P/Plop@)P = Y vp(@)jrn(P) = juu(@)").

P'ePy, PePr P’ | P PcPr
Fir x € L, P € Py, und P’ € Py, mit P’| P ist genau dann vp(z) 2 0, wenn vps 2 0. Daher folgen die
Aussagen iiber den Nullstellen- und Polstellendivisor.

3. Sei P € Pr. Nach Satz 4.6.2 gibt es ein x € L, so dass P die einzige Nullstelle von x in L ist.
Dann sind die P’ € Py, mit P’ | P genau die Nullstellen von = in L. Aus Satz 4.2.1 folgt

LK (2)] = deg(2)E) = Y vpr(a) deg(P) = Y e(P’/P)vP@)(w
P"|P PP ’
_ deg((@)f) , o (LK (@) , ,
= [K,:Kﬁ PZPe(P/P)f(P/P)— K] PZ:Pe(P/P)f(P/P)
und daher
- oy K@) (K K] UK @) K (@) K@) o,
D e 1 <] N 17 {7 I

4. Es geniigt, die Formel fiir D = P € Py zu zeigen. Es ist

de(inyn(P) = Y elP/P)deg(P) = 3 e(p'/p)*E LD SED L
P'|P P'|P ’ )

5. Offensichtlich. O
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7.2

Definition 7.2.1. Sei L/K ein Funktionenkérper mit Konstantenkorper K. Fiir eine Teilmenge
S C Py, sei

Os=[)0Op (alsoOs=K, falls S =Py, und Os =1L, falls S=0).
PesS
Og ist die Menge aller Funktionen x € L, die an allen Stellen P € S regulér sind.
Ein Teilbereich R C K heiflt Holomorphiebereich von L/K, wenn R = Og mit einer Menge ) # S C Py.
Insbesondere ist jeder Bewertungsbereich O mit K C O C L ein Holomorphiebereich.

Definition 7.2.2. Sei L ein Korper und R C L ein Teilbereich.

1. Ein Element € L heifit ganz iiber R, wenn es ein normiertes Polynom f € R[X]* gibt mit
f(x) =0 [dquivalent: Es besteht eine Relation 2" +a,_12" ' +...+a1x +ap =0 mit n € N
und ag, . ..,a,—1 € R. Jede solche Relation heifit ganze Gleichung von z tiber R.]

2. Eine ganz-algebraische Zahl ist eine komplexe Zahl, die ganz iiber Z ist.
3. clp(R) ={x € L |z ist ganz iiber R} heifit ganzer Abschluss von R in L.
4. R heiBt ganz-abgeschlossen, wenn clygr)(R) = R.

Satz 7.2.3. Sei L/K ein Funktionenkérper und O # S C Pp,.
1. L =q(0g).
2. Og ist ganz-abgeschlossen.
3. Ist S endlich, so ist Og ein Hauptidealbereich.
4. Sei 0 #T CPr. Genau dann ist T C S, wenn Og C Or.
Insbesondere gilt : Ist P € Py, so ist genau dann P € S, wenn Og C Op.

BEWEIS. 1. Sei # € L*. Nach Satz 4.6.2 gibt es ein z € L mit vp(z) > max{0, —vp(x)} fiir alle
P € S. Dann ist vp(2) > 0 und vp(xz) > 0 fiir alle P € S, also 2, 2z € Og und x = 2~ !(22) € q(Os).

2. Wir nehmen an, es sei z € L\ Og ganz tiber Og. Dann gibt es ein P € S mit vp(z) < 0, und
es besteht eine ganze Gleichung z" + an_12" '+ ... +a1x+ap =0 mit n € Nund ag,...,an_1 € S.
Dann ist aber vp(2z™) = nvp(x) < vp(a;x?) fir alle i € [0,n — 1], ein Widerspruch.

3. Sei S ={Py,...,P,} und {0} # a < Og. Fiir i € [1,n] ist n; = minwvp, (a) € Ny, und es sei a; € a
mit vp, (a;) = n;. Nach Satz 3.6.7 gibt es zu jedem i € [1,n] ein z; € L mit vp,(2;) = 0 und vp,(z;) > n;
fir alle j € [1,n] \ {i}. Insbesondere folgt z1,...,2, € Og, a =aiz1 + ...+ apz, € a, und wir zeigen
a = ogla). Fir i € [1,n] ist vp,(a;2;) = ny, fir alle j € [1,n]\ {i} ist vp,(a;z;) > n;, und daher folgt
vp,(a) = n;, also insbesondere a # 0. Ist nun z € a, so folgt vp, (a7 1z) = —m; + Up,(z) > 0 fiir alle
i €[1,n], also a™'x € Og und z € (a).

4. Aus T C S folgt Os C Op. SeialsoT ¢ Sund @Q € T\ S. Nach Satz 4.6.2 gibt es ein x € L mit
vg(z) < 0 und vp(z) > 0 fiir alle P € S. Dann ist aber 2 € Og \ Or. O

7.3

Satz 7.3.1. Sei L/K ein Funktionenkorper mit Konstantenkéorper I~(, und sei R C L ein Teilbereich,
so dass K C R und R kein Korper ist. Dann ist ) # S(R) = {P € P, | R € Op} C Pr, und
Os(r) = clL(R). Insbesondere ist clp(R) ein ganz-abgeschlossener Teilbereich von L und q(clp(R)) = L.
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BEWEIS. Da R kein Korper ist, gibt es ein Ideal {0} # I € R, und nach Satz 3.3.3 gibt es ein
P € P, mit R C Op, also P € S(R). Ist # € R\ K, so gibt es ein P € P, mit vp(z) < 0 und daher
P ¢ S(R).

Natiirlich ist R C Og(g). Ist © € L ganz iiber R, so ist o auch ganz iiber Og gy, also * € Og(g),
und daher folgt cly(R) C Og(g). Sei nun 0 # z € Og(g). Dann ist z~'R[z~!] < R[z!], und wir zeigen
27'R[z71] = R[z7!]. Dann besteht nimlich eine Gleichung 1 = z71(ag + a12z7! + ... + a,z™") mit
n € Nund ag,...,a, € R, und es folgt z"*! —agz" —a; 2" ' — ... —a, =0, also eine ganze Gleichung
von z iiber R und damit z € cl(R).

Wir nehmen nun an, es sei 27'R[z7!] € R[z7!]. Nach Satz 3.3.3 gibt es dann ein Q € Py mit
R[z7Y C Og und 27! € Q, also @ € S(R) und z ¢ Og, ein Widerspruch. O

7.4

Definition und Satz 7.4.1. Sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung, [L: K] =n und

K eine algebraische Hiille von L. Dann gibt es genau n K-Homomorphismen o1,...,0n: L — K, die
man wie folgt erhdlt:

Sei L = K(a), f € K[X] das Minimalpolynom von « idber K, und seien oq,...,a, € K
die verschiedenen Nullstellen von f in K. Dann ist o;: L — K der eindeutig bestimmte K-
Homomorphismus mit o;(a) = «;.

Fiir z € L definieren wir die Spur von x durch Sy g (v) =o1(x) + ...+ on(2).

1. Sy L — K st ein K-Vektorraumepimorphismus, und fir a € K ist SL/K(a) = na.

2. Ist (u1,...,uy) eine K-Basis von L, so gibt es eindeutig bestimmte Elemente uj,...,u € L,
so dass Spg(uiu}) = &;; fir alle i,j € [1,n], und (uj,...,u;,) ist eine K-Basis von L.
(uf,...,ur) heifit die zu (uq,...,u,) komplementdre Basis.

3. Ist K C M C L ein Zwischenkdorper, so ist Sp x = Sy/koSr/m-

4. Seiz e L, f=X4ag 1 X+, +a1 X +ap € K[X] das Minimalpolynom von x iiber K
und m = [L:K(x)]. Dann ist Sp,k(x) = —mag_1.

BewEss. 1. Firz,y € Lund a € K ist sSp k(2 +y) =S k(x) +Sr/x(y), Sr/k(ax) = aSg k(x)
und Sy, /x (a) = na. Daher ist Sy /x: L — L ein K-Vektorraumhomomorphismus. Sei nun x € L. Fiir den
Nachweis von Sy x(r) € K zeigen wir o(Sp,x(2)) = Sp/k () fiir alle K-Homomorphismus o: L — K.
Sei also 0: L — K ein K-Homomorphismus und : K — K ein Isomorphismus mit | L = o. Dann ist
(oo1,...,G00,) = (01,...,0,) und daher o(Sp/x(x) =7(Sr/kx(z) = Sr/k(x). Sp/x #0 folgt aus 2.

2. Sei L = K(a) und A = (Ui(a”’l))we[lml]. Dann ist (1,q,...,a"" ') ist eine K-Basis von L, und

det(4) =[] (oj(@) —0oi(a)) #0.

1<i<j<n

Sei (u1,...,u,) € L™ eine K-Basis von L und (uj,...,u}) € L™. Dann gibt es Matrizen T, T* € M,,(K)

mit (ug,...,u,) = (La,...,a™ DT, (uf,...,u}) = (1,a,...,a" HT* und det(T) # 0. Sei nun
U= (0i(uv))i,vep,n = AT und U* = (0i(wy))i, vep,n) = AT*. Dann ist

(Spyr(wiv}))i, jepin = UU* = T*A*AT*

Daher gibt es genau eine Matrix T € GL,(K), so dass Sp,x(uwiu}) = d;; fiir alle 4, j € [1,n], und
damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit von (uf,...,u}).

3. Sei Homg (M, K) = {r1,...,74} und Homp (L, K) = {01,...,0m}. Fiiri € [I,d]sei 7;: K - K
ein Isomorphismus mit 7;|M = ;. Dann ist Homg(L,K) = {T;00; | i € [1,d], j € [1,m]}, und fiir
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x € L folgt
m d d

d
Sp/k(w) = Z Tiooj(x) = Zﬂ(SL/M(x)) = ZTi(SL/M(l‘)) =Sk oSn/m ().

i=1 j=1 i=1 i=1

4. Esist n = [L: K(x)][K(x): K] = md. Sei Homg (K (z),K)={01,...,04}. Dann ist

d d
f= H(X —o;(x)), also ag-1=-— Zoi(x)
i=1 i=1

und daher Sy k(%) = Sk(z)/k°SL/K(2)(T) = Sk (2)/Kk (MT) = MSk(2)/k (T) = —Mag_1. O

Satz 7.4.2. Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung, n = [L: K|, R C K ein ganz-
abgeschlossener Teilbereich mit K = q(R) und R’ = cl(R).

1. Sei x € L und f € K[X] das Minimalpolynom von x iber K. Genau dann ist x € R', wenn
[ € R[X], und dann ist auch Sp, i (x) € R.
2. L={a"'z|a e R, x € R'}. Insbesondere enthilt R’ eine K-Basis von L.

3. Sei (u1,...,u,) € R™ eine K-Basis von L und (uf,...,u}) die zu (u1,...,u,) komplementdre
Basis. Dann ist R’ C Ruj + ...+ Ru},.

4. Ist R ein Hauptidealbereich, so gibt es eine K-Basis (u1,...,un) von L mit R’ = Ruj+. ..+ Ru,.
BEWEIS. Algebra. O

Definition und Satz 7.4.3. Sei L'/K’ eine Funktionenkérpererweiterung von L/K. Fir P € Py,
sei Op =clpOp.
Eine L-Basis (ug,...,u,) von L' heiBBt Ganzheitsbasis von L' /L fir P, wenn Op = Opuy +...+Opuy,.
1. Sei P € Pr. Dann ist
Op =clp,Op = ﬂ Op:, und es gibt eine Ganzheitsbasis von L' /L fir P.
PP
2. Jede L-Basis von L' ist eine Ganzheitsbasis fir fast alle P € Pp.
BEwEIs. 1. Nach den Sétzen 7.3.1 und 7.4.2.

2. Sei (ui,...,uy) eine L-Basis von L' und (uj,...,u)) die komplementére Basis. Dann gibt
es eine endliche Menge S C P, so dass alle Polstellen der Koeffizienten der Minimalpolynome von
ULy ooy Up, US, ..., in S liegen. Fiir alle P € P, \ S ist dann {uq,..., Uy, uf,...us} C Op, und aus
Satz 7.4.2 folgt

n
Op C Y _ Opu; COp, also Gleichheit. O
i=1
7.5

Definition und Satz 7.5.1. Sei L'/K' eine Funktionenkérpererweiterung von L/K, P € P, und
O;) = CILI(OP).
Dann heiBt Cp = {2z € L[Sy, (20%) C Op} der Komplementirmodul von L'/L iiber Op.

1. Sei (u1,...,u,) eine Ganzheitsbasis von L'/L fir P und (uf,...,ul) die komplementdre Basis.
Dann ist Cp = Opui + ...+ Opul D Op, und OpCp =Cp.
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2. Es gibt eint € L' mit Cp =tO%. Fir alle P' € P;, mit P'| P ist vp/(t) <0 und hdngt nur von
P’ ab. Insbesondere ist Cp = O% fiir fast alle P € Py,.

Die Zahl d(P'/P) = —vp/(t) € Ny heifit Differentenexponent von P’|P, und der Divisor
Dpjp=Y_ Y d(P'/P)P' €Dy
PePL P | P
heifit Differente von L’/L.
Fiir z € L' ist genau dann z € Cp, wenn vp/(z) > —d(P'/P) fir alle P'|P.

BEWEIS. 1. Sei z = cqu} + ... + cpul, € L' mit ¢1,...,¢, € L. Wegen Op = Opuy + ... + Opuy,
gilt :

z€Cp < Sp/(20p) C Op = SL’/L(Zui):ZCVSL//L(u;ui) =¢; € Op firalle i €[1,n].

v=1
Also ist genau dann z € Cp, wenn 2z € Opuj + ...+ Opu, und es folgt Cp D O% nach Satz 7.4.2. Ist
x € Op und z € Cp, so folgt S/ (220p) C S/ (20%) C Op und daher xz € Cp.

2. Nach Satz 7.4.2 gibt es ein a € Op, so dass au; € Op fiir alle ¢ € [1,n] und daher aCp C O%p.
Dann ist aCp ein Ideal von O, und nach den Sétzen 7.2.3 und 7.4.3 ist O ein Hauptidealbereich.
Daher gibt es ein t; € O% mit aCp = t;O0%. Ist t = a=1ty, so folgt Cp = tO%, und wegen O C Cp gibt
es ein s € Op mit st =1, also vp/(t) = —vp:(s) <0 fitr alle P’ | P. Ist ¢’ € L mit Cp =tO% =0, so
folgt ' =te mit e € O C OF, fiir alle P'| P und daher vp/(t) = vp/ (t'). O

7.6

Satz 7.6.1 (Dedekind’scher Differentensatz). Sei L'/ K’ eine Funktionenkdrpererweiterung von LK,
sei L' /L separabel, L' = L(y), f € L[X] das Minimalpolynom von y tiber L und P € Pp,.
1. Sei P' € P mit P'| P.
(a) e(P'/P) =1 <d(P'/P) <vp/(f'(y))
(b) Genau dann ist d(P'/P)=e(P'/P)—1, wenn char(K)te(P'|P).
2. Sei [L':L) =n und d(P'/P)=vp/(f'(y)) fiir alle P" € Py, mit P'| P. Dann ist (1,y,...,y"" )

eine Ganzheitsbasis von L' /L fir P.

OHNE BEWEIS. O

Satz 7.6.2 (Hurwitz’sche Geschlechtsformel). Sei L'/ K’ eine Funktionenkorpererweiterung von L/ K,
und sei L' /L separabel. Dann ist

/.

21— 2 = [[K K]] (201 —2) + dea(Dyy1)

OHNE BEWEIS. O

Satz 7.6.3. Sei L' /K’ eine Funktionenkdrpererweiterung von L/K, und sei L' = LK'.
1. Fir alle P € P, und P' € P, mit P'| P ist e(P'/P)=1 und Ly = LpK’'.
2. g = gL



66 7. ENDLICHE ERWEITERUNGEN ALGEBRAISCHER FUNKTIONENKORPER

BEWEIS. 1. Sei K’ = K(«) und f € K[X] das Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist L' = L(«)
und f ist auch das Minimalpolynom von « tiber L. Wegen f'(a) € K’ ist vp:/(f(a)) = 0 fiir alle P’ € Pr.
Nach Satz 7.6.1 ist (1,q,...,a" 1) eine Ganzheitsbasis von L'/L fiir alle P € Py, und e(P’'/P) = 0 fiir
alle P € P, und P’ € P, mit P’| P.

Sei nun P € Py, und P’ € Pr, mit P'|P. Wir zeigen z(P') € LpK’ fiir alle z € L' (damit
folgt dann L', = LpK'). Sei also z € L', seien P,..., P, die ibrigen Stellen von L’ {iber P und
0% =clp/(0Op) = 0pNOp,N...NOp, = Op + Opa+ ...+ Opa™ . Nach Satz 3.6.7 gibt es ein
we€ L mit vpr(u—2z)>0 und vp,(u) >0 fiir alle i € [2,7]. Dann ist u € O, also

n—1 n—1 n—1
u:Z'yiai7 und daher z(P’):u(P’):Z%(P’)ai:Z%(p)ai c LpK'.
i=0 P =

2. Nach Satz 7.6.2. O



CHAPTER 8

Funktionenkorper iiber endlichem Konstantenkorper

Im diesem Kapitel sei ¢ eine Primzahlpotenz, Fy ein Kérper mit ¢ Elementen und L/F, ein
Funktionenkérper mit Konstantenkérper F, und Geschlecht gr, = g.

8.1

Lemma 8.1.1. Seien F C Ey, Es C E endliche Korper und E = E1E5. Dann ist
[E:F] =kgV([E1: F), [E2:F)).
BEWEIS. Sei F eine algebraische Hiille von F und E C F. Sei Q die Menge aller Zwischenkdrper
F C K C F. Dann ist die Abbildung @: (2,C) — (N, |), definiert durch ®(K) = [K : F], ein

Verbandsisomorphismus. Fiir alle K7, Ko € Q ist genau dann K7 C Ko, wenn ®(K;) | ®(K>), also auch
[K1K5:F] =kgV([K1:F),[Ky:F]) und [Ky N Ky:F] = ggT([K;:F),[Ka: F]). |

Definition und Satz 8.1.2. Sei L eine algebraische Hiille von L. Fiirr € N sei F, C Fyr C L und
L, = LFq. L, heifit Konstantenerweiterung r-ten Grades von L.
1. [Ly:L] =r, F4r ist der Konstantenkdrper von L., und gz, = g.
2. Sei P € Pp, deg(P) = m und d = ggT(m,r). Dann ist j, ;(P) = P+ ...+ Py mit
verschiedenen Pi,...,Pq € Py , und fir allei € [1,d] ist deg(P;) = %.
BeEwEIS. Nach Satz 7.1.2 ist [L,:L] = [Fgr:Fy] = r, und F,r ist der Konstantenkdrper von L,..
Nach Satz 7.6.3 ist g, = g und e(P’'/P) =1 fiir alle P € Py, und P’ € Py, mit P’| P.

Sei nun P € Pr, und seien Py,..., Py die iiber P liegenden Stellen von L. Fiir alle ¢ € [1,r] ist
(Ly)p, = ForLp nach Satz 7.6.3, also
(L)p,:F,]  kgV([Fgr:Fyl, [Lp:Fy])  keV(m,r) m
P) =[(L,)p,:Fy] = il - - .
deg(P;) = [(Ly)p, :Fyr] ’ r r geT(m, 1)
Nach Satz 7.1.4 ist
deg(P)f(P;/P) _ mf(P;/P) r
deg(P,) = - . al p/P)= 1
ca(P) ! ko (PP = s
und
d
r=[L:L) =Y e(P/P)f(Pi/P) =d————, also d=ggT(m,r). O
— ggT(m,r)

Definition 8.1.3. Fiir n € Ny sei D} = {D € Dy, | deg(D) = n}, C} = {[D] € Cr. | deg(D) = n},
0 = ggT({deg(P) | P € Pr}) = min{deg(D) | D € D, D >0} und A, =|{D €D} |D >0}
Insbesondere ist Ag =1 und A; = [PL|. Esist deg(Dy) = deg(Cr) = 0Z, und fiir alle n € N mit 9 { n
ist A, =0.
Nach Satz 4.2.2 ist C? =DV /(L*). h = hg =|C?| heit Klassenzahl von L. Fiir alle n € ONy ist
C2| = | deg™" (nZ)| = hv.

67
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Satz 8.1.4.
1. Fir allen € Ny ist A, < oc.
2. h<oo, und aus g=0 folgt h=1.

Bewets. 1. Sei z € L\ F,. Fiir P € Pg_(,) und P’ € Pr, mit P’ | P folgt aus Satz 7.1.4
deg(P’) = deg(P)f(P'/P) < deg(P) [Fq: K ()]

Fiir jedes n € N gibt es nur endlich viele normierte irreduzible Polynome vom Grade n. Daher ist
P"dp, (») endlich. Folglich sind auch alle Mengen P¢ endlich. Ist n € N und D € D? mit D > 0, so ist

D:anP mit np € Ng und an:n.
PcPy, PcPy,
Daher ist auch A, = |[{D € D} | D > 0}| < oc.

2. Sei C € Dy, mit n = deg(C) > gr. Die Abbildung 7: C? — C?, definiert durch 7(c) = ¢+ [C], ist
bijektiv, und daher geniigt es, die Endlichkeit von C} zu zeigen. Wir zeigen: In jeder Klasse ¢ € C} gibt
es einen Divisor A mit A > 0. Wegen deg(A) = deg(c) = n gibt es nach 1. nur endlich viele solcher
Divisoren. Sei C € ¢. Nach Satz 4.3.1 ist dim(C) > deg(C) + 1 — g, > 1, und nach Satz 4.1.2 gibt es
ein Ae Dy mit A>0und A~ C.

Sei nun g = 0. Wir miissen D% = (L) zeigen. Ist A € D9, so folgt dim(A4) =deg(A) +g—1=1
nach Satz 4.6.1 und A € (L*) nach Satz 4.2.1. O

8.2

Definition und Satz 8.2.1. Fliir ¢ € Cr, ist

qdim(c) -1 h<qn+1—g _ 1)

{Aec|A>0} = T und fir alle n>2g—2 mit O|n ist A, = 1
— q—

Die Potenzreihe
Z(t) = Z Apt™  konvergiert absolut fir |t| < q .
n>0

Die Funktion Z; heiit Zetafunktion von L/F,.
BEWEIS. Sei ¢ € C, n = dim(c) und C € ¢. Fir A € Dy, gilt: Genau dann ist A € | und A > 0,

wenn A = C + () mit = € L£(C)\ {0}. Nun ist |£(C)\ {0} = ¢" — 1, und fir z, 2’ € L(C) \ {0} ist
genau dann (z) = (2), wenn 2’ € xF). Daher folgt

gt —1
A A>0} = .
taeeiazof =L
Sei nun n > 2g — 2. Fiir ¢ € C} ist (nach Satz 4.6.1)
dim(c) _ 1 n+l—g 1
q q
A A> = —
taeciaz o=t =T ——

und wegen |C}| = h folgt die Formel fiir A,,. Wegen |A,| < ¢ konvergiert die Potenzreihe Z(t) absolut
fir alle ¢t € C mit |t| < ¢~ O

Definition und Bemerkung 8.2.2. Fiir r € Nsei p,. ={¢ € C | (" =1} die Gruppe der r-ten
Einheitswurzeln. Ist m € N und d = ggT(r,m) so ist
(1- tmr/d)d = H (1—(¢t)y™) fiiralle teC*.

CEpr
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[Beweis: Fiir ¢ € pu, ist

ord(¢)

ord(¢™) = CgT(ora(c),m) |

daher ist die Abbildung 6: {'LST - uéfld surjektiv mit Ker(6) = uq4.
—

Es folgt
(/i -nt= [ @-0*=[[@-¢™eci.

CEIJ’T/d CEWr

Substituiert man 7T = ¢~™ und multipliziert mit ™", so folgt die Behauptung.]

Satz 8.2.3. Fiirt e C mit |t| < ¢~ und r € N ist

zt) =[] % # 0, und Zp.(t") =[] 20(¢t).

tdeg
PelPr CEpr

BeweEls. Fiir t € C mit [¢| < ¢~ ! ist

Z |t|deg(P) < Z mdeg(D) — iAn|t|n < o0,
n=0

PcPy, %EE)OL

und daher ist das unendliche Produkt absolut konvergent (also insbesondere non 0 verschieden). Sei nun
t € Cmit [t| < ¢!, e € Ry beliebig und X € N, so dass

1 € > " €
‘H tdegu:) - I 1| <z wmd > A" <
P n=X

S99
deg(P)<X

Sei Dy, (X) die Menge aller Divisoren D € Dy, so dass D > 0 und vp(D) = 0 fir alle P € Py, mit
deg(P)> X.Ist De Dy, D>0und D ¢ Dr(X), soist deg(D) > X. Damit folgt

11 %: 11 itd6g<"1’>: 3 peen)

PePp PePr,  n=0 DeDr(X)
deg(P)<X deg(P)<X
und
— _ deg(D) _ deg(D)
‘ H tdeg(P ZL(t)’ S ‘ H tdeg(P H 1— tdeg(P ‘—i_‘ t Z t ‘
Pe IP7L PePr DeDr(X) DeDy,
deg(P)<X D>0
9 3 >
hd deg(D) ~ & n
<gt o D S5+ D At <e.
DeDy, D>0 n=X
DD (X)

Sei nun r € N; P € Py, mit deg(P) = m und d = ggT(m,r). Nach Satz 8.1.2 ist dann d die Anzahl
der P’ € Py mit P’ O P, und fiir jedes solche P’ ist deg(P’) = m/d. Damit folgt fiir t € C*

H (1 _ trdeg(P’)) — (1 _ t’“m/d)d = H (1 — (Ct)m) s
PP CEur

und fiir [¢t| < ¢! ist

H H trdeg (P") H H deg H ZL Ct O

PePr P"P PePL CEMT CEWy
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8.3

Definition und Satz 8.3.1.

1. 0=1, und
2. Seite C und|t| <q '
(a) Im Falle g=0 ist
1
Zr(t) = ————"—.
Uy

(b) Im Falle g >1 st Zp(t) = F(t) + G(t) mit
2g—2

(e un h 94291 1
q—l Z( > " (c>t und  G(t) = [ql—qt T1-

ceCr, 7= 1
deg(c)=n

3. Zp(t) ist eine in C\{1,q™ '} definierte rationale Funktion. L (t) = (1—1t)(1—qt)ZL(t) € Z]t]
und Lr(1)=h. Lr = Lrr, heit das L-Polynom von L/F,.

BEWEIS. Wir geben zuerst vorlaufige Formeln fiir Z7,(¢), beweisen damit @ = 1 und leiten erst dann
die endgiiltigen Formeln her.

Im Falle g = 0 ist h = 0 nach Satz 8.1.4 und mit Satz 8.2.1 folgt

nz;)qq—l n_qil[qé(qt)an_itan}: : [1—?qt)3_1—1t9}'

n=0 - 1
dln
Sei nun g > 1. Nach Satz 8.2.1 folgt

29—-2 d1m (¢) _ 1 e h( n+l—-g _

n q D n
Yy O s e,
n=0 c¢eC n=2g—1
O|n deg(c)=n dln

2g—2 29—2 1— 0o oo
hq =9 h
dim(c) _ ngn n
q_lz(zq )" Z+ T 2 oy Xt
= ceCr n=2g—1 n=2g—1
deg(c)=n 3\7' dln dln
hql g+3kt3k > 29 -1
_ 8n n8 nod : _
DR s N S )
n=0 n=0
h ql g+8kt6k 1
F(t [ - | =Fo+acw.
OF il Ty 1op ) SO HE0

In beiden Fallen ist

lim (1 —=1)2.(t) = ﬁ

Wenn wir nun noch 9 = 1 zeigen koénnen, folgen alle Behauptungen des Satzes.
Wegen A,, = fir alle n € Ng mit 9t n ist ZL(¢t) = ZL(¢) fir alle ¢ € pp. Nach Satz 8.2.3 ist
Y 0 _ 1o
A-0)72,(1)° _ . (1-1) 7
(1—ta)ZLd( ) t—1 1—t6

und Lr(1) = tlgq 1-t)(1—qt)Z.(t) = <

Zp,(t° H Zr(Ct) = Z,1)? und 0 # lim
CEpa
und daraus folgt 0 = 1. ]
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Satz 8.3.2.
1. Es bestehen die Funktionalgleichungen

71

Zr(t) = qg_1t2g_2ZL<lt> fiir alle t € C*\ {1,¢"'},
q

und

Lo(t) = ¢9%9L, (q ) fiir alle t € C* .

2. gr(Lr) =2g. Ist Lr(t)=ao+art+...+at?, so folgt ag=1, a; =

ta; fiir alle i € [0, g].
3. FEs gibt ganz-algebraische Zahlen aq, ...

und agg—; = q9~

r €N ist
2g 29
Lo, () =[]0 -aft), ¢ +1-P; =) of
i=1 i=1

Satz von Hasse -Weil (ohne Beweis) :

il = Vg,
BEWEIS. 1. Sei to € C;, die kanonische Klasse.

¢ — to — ¢ definiert eine Bijektion der Menge {c € Cy, | deg(c)
folgt

Fir alle i € [1,2g] ist

und ¢

= 91292 (g - 1)F<—) .

L} — g~ 14292

IPLl—(q+1), azg =q9,

, Qag, 0 dass a;ogq; =q fir allei € [1,g], und fir alle

29
]
i=1

und |q¢"+1—|PL, || < 2gq"%.

Dann ist deg(tv) = 2¢g — 2, und die Zuordnung
€[0,29 — 2]} auf sich. Nach Satz 8.3.1

Z qdeg(c)+lfg+dim(m7c)tdeg(c)

1
qt

q—g+1t—2g+1t qt }
t—1 qt — 1

(q o I)F(t) — Z qdim(c)tdeg(t) _
ceCr, ceCy,
deg(c)€[0,29—2] deg(c)€[0,29—2]
qg—1t29—2 Z qdeg(c)—(2g—2)+dim(m—c)tdeg(c)—(Qg—Z)
ceCyr,
deg(c)€[0,29—2]
. 1 \ deg(rw—c)
— qg—1t29—2 Z qdlm(m—c) (7)
ceCy, q
deg(c)€[0,29—2]
Ferner ist
2g—1
1 @ (5 1
(q— 1)q9—1t2g—2G(—t) = hqg—1t2g—2{ : (ar) o
q —a(z) 1-w

LT -

()]

Damit folgt

Zi(t) = F(t) +G(t) =

1
g~ 1,292 _
e r () +
und
1
9429 ) — 94291 _
reres () e
= (L —qt)(A—t)Z(t) = LL(1)
2. Nach Definition ist gr(£r) < 2g, und aus

Z a;t’ =

(1—1t)(1—qt) ZAt =Ag+[A -
n=0

— 292z, (l)

2 -5)2(g) =i

qt

De-erevan

29
(a+ DAt + > ait’

=2
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und daher ap=Ap=1 und a; = A; — (¢ +1)Ag = |P:| — (¢ +1). Nach 1. ist

29 1\ 29 ‘ ‘ 29 ‘
Lp(t) = q't* Z%(ﬁ) = Zaiqgﬂﬁgﬂ = 2029—1'152972
i=0 i=0 i=0

und daher as,—; = a;q?~" fiir alle i € [0, g]. Insbesondere folgt as, = ¢7 und daher gr(Z.) = 2g.
3. Es ist

29 2g
1 )
Li(t) = t29£L<¥> =3 ait? T =t a0 g =[] - )
=0 i=1

mit ganz-algebraischen Zahlen aq,...,as4 € C, so dass

2g 29
—a1:q+1—|Pi|:Zai und qg:Hai.
i=1 i=1

Mit Hilfe der Funktionalgleichung folgt

1 2 1 1 2
Lp(t) =1Ly (;) =[[0-aity=¢° (t - E) = qgtzch(a) =q’ H(t - J) )
=1 ¢ i=1

i=1 %
und daher gibt es eine Permutation o € Gay, so dass aja, ;) = ¢ fiir alle i € [1,2g], und nach geeigneter
Umnummerierung ist

k
o) =T[a-at)(1-Lt)a - van'a+van"
i=1 ¢
mit k, [, m € Ny, so dass 2k + [+ m = 2¢g. Der fithrende Koeffizient von Ly, ist ¢¢ = qk(fl)l\/ﬁ”m.
Daher ist [ = 21" und m = 2m/ mit I, m" € No. Mit o = \/q fiir i € [k + 1,k +1'] und o; = —/q fiir
i€k+1U+1,k+1U +m] folgt die Behauptung.
Sei nun r € N. Dann folgt

29
Lo, () =1 —t)1 g2, ") = [T -0~ cat)2u(ct) = TT £otct) =] TT (0 —auct)
CEpr QS i=1¢ep,
29 29 29
= H(l —ajt"), also Lp-(t) = H(l —aft) und daher [Py [=¢"+1— Zaf. O

i=1 i=1 i=1



