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CHAPTER 1

Mengenlehre und Kategorien

1.1. Das Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel

Die ZF-Mengenlehre (Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel) hat zwei undefinierte Grundbegriffe,
den Begriff der Menge und den Begriff des FEnthaltenseins.

Die Variablen der Sprache bezeichnen Mengen: a, b, ..., u, x, ....
Die Enthaltenseinsrelation ist eine zweistellige Relation zwischen Mengen: xz €y. x ¢y < —x €y.

Definition 1.1.1. Wir formulieren die ZF-Mengenlehre in der Sprache der Prédikatenlogik 1. Stufe
mit Identitdt (das ist die formalisierte mathematische Umgangssprache). Wir geben eine informale (rekur-
sive) Definition, die angibt, welche Ausdriicke wir als Formeln bezeichnen. Inhaltliche Bedeutung:
Formeln bezeichnen Aussagen der Mengenlehre.

1. z=y und x €y sind Formeln.
2. Sind ¢ und v Formeln, so sind auch —¢, o A¥, oV, ¢ = ¥ und ¢ <= ¥ Formeln.

3. Ist ¢ eine Formel, so sind auch Jzxyp und Vze Formeln.

Es gibt zwei Moglichkeiten, eine axiomatische Theorie zu lesen :

o formal-syntaktisch: Gegenstand der Untersuchung ist das regelgerechte Manipulieren von For-
meln ohne Bezug auf deren Bedeutung.

o inhaltlich-semantisch: Man tut so, als hatte man die mathematischen Objekte, fiir die man eine
Theorie macht, in der Hand und operiert mit ihnen.

Wir werden die axiomatische Mengenlehre als inhaltlich-semantische Theorie beschreiben und dement-
sprechend wie folgt beginnen :

Gegeben sei eine nicht-leere Gesamtheit (ein  Universum) U wvon Objekten, die wir Mengen
nennen, und zwischen ihnen eine zweistellige Operation €, so dass die folgenden Aziome erfillt
sind: .. ..

Die Variablen der Sprache bezeichnen dann die Elemente von U, und Quantoren erstrecken sich (wenn
nichts Anderes gesagt wird) iiber &. Fiir jede Formel ¢ bezeichne {z | ¢} die Gesamtheit aller Objekte
von U, fiir die ¢ gilt (wie in der naiven Mathematik tiblich). Die Teilgesamtheiten von ¢ der Form {z | ¢}
heiflen definierbar und werden Klassen genannt. Fiir Klassen verwenden wir die {iblichen Begriffe und
Operationen der naiven Mengenlehre (Teilklasse, Vereinigung, Durchschnitt, Differenz etc.). Insbesondere
verwenden wir das Enthaltenseinszeichen auch fiir die Zugehorigkeit zu Klassen: Ist C = {z | ¢} C U
mit einer Formel ¢, so schreiben wir = € C, wenn z zu C gehort (d. h., wenn ¢ gilt). Demnach hat
das Zeichen € zwei Bedeutungen: Es ist einerseits das formale (axiomatisch zu beschreibende) Relation-
szeichen zwischen Objekten von U, anderseits das Elementzeichen der mathematischen Umgangssprache,
mit dem wir iiber unser Universum sprechen.

Axiom 1 (Extensionalitét). a =b <= Vz [z € a <= = € b]. Zwei Mengen sind genau dann
gleich, wenn sie dieselben Elemente (= Mengen) enthalten.
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4 1. MENGENLEHRE UND KATEGORIEN

Fiir eine Menge a ist @ = {& | ¢ € a} C U eine Klasse (der €-Vorbereich von a). Aufgrund des
Extensionalitatsaxioms gilt: a =b < a = b. Daher werden wir im Folgenden nicht zwischen a und
a unterscheiden, und damit wird auch die Unterscheidung zwischen der formalen und der inhaltlichen
Bedeutung von € obsolet.

Fiir zwei Klassen A, B bedeutet A € B insbesondere, dass A eine Menge ist [préazise: Es gibt ein a € B
mit a = A].

Axiom 2 (Aussonderung). Jede Teilklasse einer Menge ist eine Menge [#quivalent: Fiir jede
Formel ¢ gilt: Yu3zVa [z € 2 < z € u A ¢]. Kurzschreibweise: Ist C eine Klasse und C' C a, so ist
C eine Menge.

Definition 1.1.2. Fiir (Mengen) a, b und Klassen A, B definieren wir
e die Paarklasse {a,b} ={x|x=aVz =20}, die Einerklasse {a} ={a,a},
e die Vereinigungsklasse |JA={x|Jylyc Arzecyl]}, AUB={z|ze€AVzecB}.
o die Schnittklasse A={z|Vylye A = zcy|}, AnB={x|xzc€ ANz e B}.
e die Potenzklasse PA = {x |z C A}.

Fiir Mengen a, b ist a Ub = |J{a, b} und a nd = {a, b}.
Die Klasse ) = {z |z # x} heifit leere Klasse.

() ist eine Menge [nach dem Aussonderungsaxiom, denn: @ C a], und nach dem Extensionalitdtsaxiom
gilt: a=0 < Vz[z ¢a

Die Klasse U = {x | x = x} heifit Allklasse, die Klasse R = {x |« ¢ x} heilt Russell-Klasse.

Axiom 3 (Paarbildungsaxiom) Fiir alle (Mengen) a, b ist die Paarklasse {a,b} eine Menge.
Axiom 4 (Vereinigungsaxiom) Fiir alle (Mengen) a ist die Vereinigung |Ja eine Menge.

Axiom 5 (Potenzmengenaxiom) Fiir alle (Mengen) a ist die Potenzklasse Pa eine Menge.

Bemerkung 1.1.3. R und U sind keine Mengen. [denn: Wére R eine Menge, so wiirde gelten :
R eR < R ¢ R. Daher ist R keine Menge, und wegen R C U ist auch U keine Menge|.

Definition 1.1.4.
1. Fir (Mengen) a, b sei (a,b) = {{a},{a,b}}, (a,b,¢c)=((a,b),c), (a,b,¢c,d) = ((a,b,c),d), etc.
2. Fur Klassen A, B heifitt AxB ={z |3z 3y[z= (z,y) Nz € ANy € B]} die Produktklasse.
3. Eine Relation ist eine Klasse R mit R C U xU. Ist R eine Relation, so definiert man
R~ ={(y,2) | (x,y) € R}, D(R) = {z | 3y (z,y) € R} und W(R) = {y |3z (z,y) € R}.
D(R) heifit Definitionsbereich und W(R) heifit Wertebereich von R. Die Relation R™! heifit
die zu R inverse Relation.
Wichtige Relationen: 0, Id = {(z,z) |z € U}, E={(z,y) | z € y}

4. Sei R eine Relation und A eine Klasse. Dann heifit R [ A= RN AxU die FEinschrinkung von
R auf Aund R[A]=W(R [ A) das Bild von A unter R. Die Relation Idg =1Id [ A heifit
Identitat auf A. Die Relation R heifit Relation auf A, wenn R C AxA.

5. Sind R und S Relationen, so definiert man Ro S = {(z,2) | Jy[(z,y) € SA(y,2) € R] }.
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6. Eine Relation R heit Funktion, wenn fiir alle x, y, 3/ gilt: (xz,y) € RA(z,y) e R = y=1y'.
Eine Funktion F heifit injektiv, wenn F~! ebenfalls eine Funktion ist. ¢ und Id sind injektive
Funktionen. D(f) = W(@) =0, 0! =0, D(Id) = W(Id) =, Id""' =1d, D(E) = U,
W(E) =U\ {0}

Ist F' eine Funktion und (z,y) € F, so schreibt man y = F(z). Vorsicht! y = F[x] bedeutet
etwas Anderes! Im {iblichen mathematischen Gebrauch (wo Verwechslungen nicht zu befiirchten
sind) schreibt man auch F(X) an Stelle von F[X].

7. Seien A, B, F Klassen. F heifit Abbildung von A nach B (Schreibweise F: A — B), wenn
F' eine Funktion mit D(F) = A und W(F) C B ist. Die leere Funktion ist eine Abbildung
0: 0 — B (die leere Abbildung).

8. Eine Abbildung F: A — B heifit surjektiv, wenn W(F) = B, und bijektiv, wenn sie injektiv
und surjektiv ist.

Zwei Mengen A, B heiflen gleichmdchtig, A =~ B, wenn es eine bijektive Abbildung F: A — B
gibt. & ist eine Aquivalenzrelation auf /.

Satz 1.1.5.
1. Genau dann ist (a,b) = (a’,b'), wenn a =a" und b="0".
2. Fir alle (Mengen) a, b sind auch aUb, (a,b) und axb Mengen.
3. Eine Relation R ist genau dann eine Menge, wenn D(R) und W(R) Mengen sind.
4

. Seien R und S Relationen. Dann ist D(Ro S) = ST[D(R)]. Sind R und S Funktionen, so ist
auch Ro S eine Funktion, und fir jede Klasse C ist auch R | C' eine Funktion.

BeEwers. 1. und 4. Nach Definition (Ubung!).

2. Sind a, b Mengen, so sind auch {a,b}, {a} = {a,a} Mengen, und daher sind auch aUb = J{a,b}
und (a,b) = {{a},{a,b}} Mengen. Wegen axbC PP(aUb) ist axb eine Menge.

3. Bsist D(R)c JUR, W(R) c JUR und R C D(R)xW(R). O

Axiom 6 (Ersetzungsaxiom). Ist F' eine Funktion und a eine Menge, so ist F[a] eine Menge.

Bemerkung 1.1.6. Axiom 6 = Axiom 2 [denn: Ist C C a, so ist C' = Id¢[a]].

Satz 1.1.7.
1. Eine Funktion F is genau dann eine Menge, wenn D(F) eine Menge ist.

2. Sind a und b Mengen, so ist auch die Klasse Abb(a,b) aller Abbildungen von a nach b eine
Menge.

3. (Existenz fremder Exemplare) Sind a und b Mengen, so gibt es eine Menge o' mit o’ ~ a und
a Nb=10.

BEWEIS. 1. Sei F eine Funktion. Ist F' eine Menge, so auch D(F) nach Satz 1.1.5.3. Ist D(F) eine
Menge, so ist nach dem Ersetzungsaxiom auch W(F') = F[D(F')] eine Menge, und daher ist nach Satz
1.1.5.3 auch F' eine Menge.

2. Abb(a,b) C P(axb).

3. Es geniigt, zu zeigen: Es gibt ein z mit (ax{z})Nb =0 [dann ist ¢’ = ax{z} ~ a]. Angenommen,
das sei falsch. Dann ist {z | (ax{z})Nb# 0} =Uund by ={z|2€b, 2= (u,z) mit u € a} Cb. Dann
ist by eine Menge und f = {((u,z),z) | (u,x) € bp} eine Funktion mit f[by] = U, ein Widerspruch! O

Axiom 7 (Regularitatsaxiom). Fiir jede nicht-leere Menge b gilt: Ju[ueb A unNb=10].

Satz 1.1.8. Aus x €y folgt y ¢ x. Insbesondere ist x ¢ x.
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BeEwEIs. Nach dem Regularititsaxiom, angewandt auf die Menge {z,y}. O

Definition 1.1.9. Sei I eine Menge.
1. Eine Familie mit Indexmenge I ist eine Funktion X mit D(X) = I [dann ist X eine Menge;
fiir ¢ € I schreibt man X; = X (i), und X = (X;)ics-
2. Ist (X;)icr eine Familie, so bezeichne
HXi C ]P’(IXUW(X)) die Menge aller Familien (z;);er, so dass Vi e I'[x; € X;].
i€l
Im Falle I = 0 ist [],c; Xi = {0}.

Axiom 8 (Auswahlaxiom). Ist X eine Familie mit Indexmenge I, so gilt:

Viel[X;#0] = [[X:i#0.

iel

Satz 1.1.10 (Auswahlsatz).
1. Zu jeder Menge a mit O ¢ a gibt es eine Funktion f mit D(f) = a, so dass Vz € a[ f(z) € z].
Man sagt f ist eine Auswahlfunktion fir das Mengensystem a .
2. Sei R eine Relation, D(R) eine Menge, und fir alle € D(R) sei R[{x}] eine Menge. Dann gibt
es eine Funktion f mit D(f) = D(R) und f C R.

BEwEIS. 1. Sei § ¢ a und X =1d [ a, also X = (2)zeq- Ist nun f € [, ., =, so ist f eine Funktion
mit D(f) = a und f(z) € z fiir alle z € a.

2. Fiir alle z € D(R) ist R[{z}] # 0. Ist f € [[,ep(r) Bl{z}], so ist f eine Funktion, D(f) = D(R)
und f C R. ]

1.2. Wohlordnung, Ordinalzahlen und Zorn’sches Lemma

Definitionen und Bemerkungen 1.2.1. Sei X eine Klasse und < C X x X eine Relation. Fiir
x,y € X schreiben wir z < y an Stelle von (x,y) € <. < heift Teilordnung auf X, wenn fiir alle
z,y,z € X gilt:

Ol1l. z £ x.
02. z2<y Ny<z = z <z

Ist < eine Teilordnung auf X, so definiert man die Relationen <, > und > sowie die Begriffe nach oben
[unten] beschrdnkt, obere [untere| Schranke, grofites [kleinstes] Element, Maximum [ Minimum],
Supremum [ Infimum] wie iiblich.

Eine Teilordnung < auf X heifit

e Totalordnung, wenn fur alle z, y € X gilt: z#y —= z<y V y<ux;

e Wohlordnung auf X, wenn jede nicht-leere Teilmenge von X ein Minimum besitzt.
Jede Wohlordnung auf X ist eine Totalordnung auf X [denn: fiir x, y € X mit & # y ist entweder
min{z,y} = z, also x < y, oder min{z,y} =y, also y < z].

Ist < eine Teilordnung [Totalordnung, Wohlordnung] auf X und S C X, so ist <N(Sx.S) eine
Teilordnung [ Totalordnung, Wohlordnung] auf S (die wieder mit < bezeichnet wird). Ist < eine
Totalordnung auf S, so nennt man S eine Kette.

Sei < eine Totalordnung auf X. Eine Teilklasse Y C X heiit Anfangsstiick, wenn fir alle x € X
undy € Ygilt: <y = z€Y. Firae Xsei X(a) ={x € X |z <a} (das durch a bestimmte
Anfangsstiick).
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Eine teilgeordnete [totalgeordnete, wohlgeordnete | Menge ist ein Paar (X, <), bestehend aus einer
Menge X und einer Teilordnung [ Totalordnung, Wohlordnung] < auf X.

Satz 1.2.2. Sei < eine Totalordnung auf der Klasse X.
1. Ist Q eine Menge von Anfangsstiicken von X, so sind auch |JQ und (Q Anfangsstiicke von X.
2. Sei Y C X ein Anfangsstick und a = min(X \'Y). Dann ist Y = X(a).
3. Sind A und B Anfangssticke von X, so ist A C B oder B C A.

BeEwEIS. 1. und 2. Ubung!

3. 51 A¢ Bund a € A\ B. Ist z € B, so folgt © < a [denn aus z > a folgt a € B]. Daher ist
r € A, also B C A. O

Definition 1.2.3. Sei A eine Klasse und E4 = EN(AxA) die Enthaltensrelation auf A.
1. A heifit transitiv, wenn v € A = z C A.

2. A heifit Ordinalklasse, wenn A transitiv ist, und E 4 eine Totalordnung auf A ist [dquivalent :
Va,be Ala=b V a€b V bea]l. Fir a, b€ A definieren wir a <b < a € b.

3. A heifit Ordinalzahl, wenn A eine Ordinalklasse und eine Menge ist. Ord bezeichne die Klasse
aller Ordinalzahlen.

Beispiele: 0, {0}, {0,{0}} € Ord.

Satz 1.2.4. A sei eine Ordinalklasse und B C A.
1. AcC Ord.
Fir z€ B gilt: z=min(B) < zNB=10.
Ist B # 0, so besitzt B ein Minimum. Insbesondere ist < eine Wohlordnung auf A.
Ist B C A und B transitiv, so folgt B =min(A\ B) € A.
Ist A’ eine weitere Ordinalklasse, so folgt A C A" oder A’ C A.

Otk

BEWEIS. 1. Sei a € A. Dann ist a C A und E, = E4 N (axa) eine Totalordnung auf a. Wir zeigen,
dass a transitiv ist, das heifit, x € a N y€ax = y €a. Ist x € aund y € x, so folgt x € A, also
x C A und daher y € A. Also folgt a, x, y € A, y € x und z € a, also y € a.

2.Seiz€B. z=min(B) <= Ve eBlz =2V z€zx] < Ve Bz ¢z] < zNB=0.
3. Seia € B. Ist an B =, so ist a = min(B). Sei also a N B # (). Nach dem Regularititsaxiom

gibt esein z € aN B mit zNaNB=10. Ist ye 2N B, so folgt y € z A z € a, also y € a. Daher ist
zNaNB=2zNB=0und z = min(B).

4. Sei z = min(A\ B). Dann ist zN(A\ B) = 0. Aus z € A folgt z C A, also z C B, und wir zeigen
z=B. Wire 2z C Bund y € B\ z, also y ¢ z, so folgt y = z oder z € y. Da B transitiv ist, folgt y C B,
also z € B, ein Widerspruch.

5. Wir nehmen im Gegenteil an, es sei A ¢ A’ und A’ ¢ A. Dann folgt ANA" C A, also ANA € A
nach 4., und ebenso AN A" € A’, also AN A" € AN A’, ein Widerspruch. O

Satz 1.2.5 (Klassifikationssatz fiir Ordinalklassen).
1. Ord ist eine Ordinalklasse und keine Menge.

2. Fiir eine Klasse A sind dquivalent:
(a) A€ Ord.

(b) A ist eine Ordinalklasse, und A # Ord.
(¢) ACOrd ist ein Anfangsstiick.
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BEWEIS. 1. Ord ist transitiv nach Satz 1.2.4.1. Fir alle z, y, 2 € Ord gilt: 2z ¢ x, und aus z € y
und y € z folgt y C z und daher = € 2. Daher ist € eine Teilordnung auf Ord. Seien nun z, y € Ord
und z # y. Nach Satz 1.2.4 ist dann entweder x C y, also = € y, oder y C z, also y € x.

Daher ist Ord eine Ordinalklasse. Ware Ord eine Menge, so folgte Ord € Ord, ein Widerspruch!

2. (a) = (b) Klar.

(b) = (¢) Nach Satz 1.2.4.1 ist A C Ord. Ist z € Aund y € z, so ist y € A. Also ist A ein
Anfangsstiick.

(¢) = (a) Da A ein Anfangsstiick ist, ist A transitiv und daher A € Ord nach Satz 1.2.4.4. O

Definition 1.2.6. Fiir eine Menge = sei ™ = z U {z}. Eine Ordinalzahl = heifit
e Nachfolgerzahl, wenn es ein z € Ord gibt mit z = 2z¥;
o Limeszahl, wenn z keine Nachfolgerzahl ist.
o endliche Ordinalzahl, wenn jede nicht-leere Teilmenge von = ein Maximum besitzt. w bezeichne
die Klasse aller endlichen Ordinalzahlen.
Eine Menge x heifit
e endlich, wenn es ein n € w gibt mit = ~ n;
e unendlich, wenn sie nicht endlich ist;
e abzdhlbar, wenn r ~ w;
e dberabzdhlbar, wenn x unendlich, aber nicht abzahlbar ist;

e hochstens abzdhlbar, wenn x endlich oder abzéahlbar ist.

Satz 1.2.7. Seien z, y € Ord.
lL.2{y <= z2Cy <= =y V z€y.
zt € Ord, und 2™ = min{z € Ord | z > z}.
¥ <yt = z <y. Insbesondere: xt =yt = z=y.
Ist y eine Nachfolgerzahl, so existiert max(y), und max(y)™ =y.

Otk W

Ist y eine Limeszahl, so ist y = sup(y) ¢ y. Insbesondere hat y kein Mazimum.

BEWwEIS. 1. Nach Definition.

2. zeaxt =zU{r} = z=zVzex = zCax Cuz". Daherist 27 C Ord eine transitive
Menge und z+ € Ord nach Satz 1.2.4.4.
Firz€Ord gilt: z2>2 <= z€2 < 2t =zU{z} Cz < 2T <=z

3. Sei x #£ ) und x U {z} C yU{y}. Dann ist entweder z € y oder x = y, also =z < y.
4. Sei y = 2t = z U {z}. Dann ist x = max(z") und daher y = max(y)*.

5. Nach Definition ist y eine obere Schranke von y. Ist z € y, so folgt 2T € y, da y eine Limeszahl
ist. Ist daher z eine obere Schranke von y, so ist u < z fiir alle u € y, also y C z und daher y < z. Daher
folgt y = sup(y). a

Satz 1.2.8 (Peano-Eigenschaften fiir w). w ist eine Ordinalklasse (also insbesondere w = Ord oder
w € Ord) und hat die folgenden Figenschaften:

1. 0 € w, und fiir alle v € w ist 7 € w.

2. Fiir alle x € w ist T # 0.

3. Sind x, y € w mit a+ =yT, so folgt v =vy.

4. Sei ACw, sodass 0 € Aund [x € A = a7 € A], so folgt A=w.
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BEWEIS. Ist z € w und y € x, so folgt y C =, daher hat auch jede Teilmenge von y ein Maximum,
und es folgt y € w. Daher ist w transitiv und daher eine Ordinalklasse.

1., 2. und 3. sind offensichtlich.

4. Angenommen, es sei A C w. Dann ist u = min(w\ A) # () eine Nachfolgerzahl (da sie ein Maximum
besitzt), also u = . Wegen x < u ist x € A und es folgt u = z* € A, ein Widerspruch. O

Folgerung. Da w die Peano-Axiome erfiillt, andererseits aber die natiirlichen Zahlen durch die Peano-
Axiome (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt sind, haben wir auf diese Weise ein Modell der natiirli-
chen Zahlen innerhalb der ZF-Mengenlehre konstruiert. Aus den Peano-Axiomen kann man alle bekan-
nten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen folgern und damit das Zahlsystem aufbauen.

Konvention. Wir arbeiten auch weiterhin mit den (naiven) natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,...}.
Fir n € Ny definieren wir rekursiv n € w durch 0 = @ und n+1 = n* = nU {n}. Dann ist
n={0,1,...,n—1} fir allen € Ny, und w={n|n € Ny} [denn: Esist N={n|n € Ny} C w,
¢ € N, und fiir alle x € N ist z+ € N. Nach Satz 1.2.8.4 folgt N = w, und offensichtlich ist N = w, also
insbesondere N ~ w.

Axiom 9 (Unendlichkeitsaxiom). w ist eine Menge [&quivalent: Es gibt eine unendliche Menge
(siehe Satz 1.2.12)].

Satz 1.2.9. Seien a € Ord, m € w und o ~m. Dann ist a =m. Insbesondere ist o genau dann
eine endliche Menge, wenn o € w [d. h., « ist eine endliche Ordinalzahl].

BEwEIs. Wir zeigen zuerst :

A. TIst m € w, so gibt es keine injektive Abbildung m™* — m.

Beweis von A. Sei A= {m € w | es gibt eine injektive Abbildung m™ — m } # () und m = min(A).
Dann ist m # 0, alsom = n* fiireinn € w, und es sei g: m™ — m = nT injektiv. Esist m = max(m™),
n =max(n™), und es sei g(m) = k € m. Definiert man

h:nt —nt durch h(k)=n, h(n) =k und h(z) =z fir = €n’\ {k, n},
so ist hog injektiv und hog(m) = n, also hog | m: m = nT — n injektiv, ein Widerspruch zur
Minimalwahl von m.

Wir nehmen nun an, der Satz sei falsch, es sei m € w minimal mit 7={a € Ord |a~m, a #m} #0
und 3 = min(7). Dann ist 8 ~ m, § > m und daher m™ < 3, alsom™ C 8. Ist nun g: 3 — m bijektiv,
soist g | mT: mT — m, injektiv, ein Widerspruch. O
Definition 1.2.10. (X, <) und (X', <’) seien totalgeordnete Mengen. Eine Abbildung f: X — X’
heifit
e ordnungstrew, wenn Vr,y € X [z <y = f(z) < f(y)]
[dann ist f injektiv, und f~': f[X] — X ist ebenfalls ordnungstreu [;
e Ordnungsisomorphie, wenn f ordnungstreu und bijektiv ist [dann ist auch f=': X’ — X eine
Ordnungsisomorphie |.

(X, <) und (X', <’) heiflen ordnungsisomorph, X = X’ wenn es eine Ordnungsisomorphie f: X — X’
gibt.

Satz 1.2.11 (Vergleichssatz). (X, <) sei eine wohlgeordnete Menge.

1. Ist C C X ein Anfangsstick und f: C — X ordnungstreu, so folgt Vo € C [ f(x) > x].
2. Ist C C X ein Anfangsstick von X und C =2 X, so folgt C = X.

3. Es gibt genau ein o € Ord mit X = «. Ist 8 € Ord und X C 3, so folgt a < 3.
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BEWEIS. 1. Angenommen, Z = {z € C | f(z) < 2} # 0 und z = min(Z). Dann ist f(z) < z, also
f(z) € Cund f(f(2)) < f(2), ein Widerspruch zur Minimalitét von z.

2. Sei f: X — C eine Ordnungsisomorphie. Dann ist f: X — C — X ordnungstreu. Fiir alle
u € X ist f(u) > wnach 1. und f(u) € C, also auch u € C. Daher ist C = X.

3. 8ei f={(z,u)|zeX, ueOrd, X(z)=u}.

f ist eine Funktion: Seien (z,u), (z,u’) € f. Dann ist u = v’ und daher u = v’ nach 2.

f ist ordnungstreu, D(f) C X und W(f) C Ord sind Anfangsstiicke: Sei x € D(f), y € X(x),
u = f(z) und v < u. Dann gibt es eine Ordnungsisomorphie ¢: X(z) — u, und daher sind auch
91 X(y): X(y) = X(2)(y) — u(g(y)) = g(y) und g [ X(g7'(v)) — v Ordnungsisomorphien, also

y e D(f), fy) =9(y) <u=f(z)und v e W(/).
Nach dem Ersetzungsaxiom ist W(f) eine Menge, also W(f) = a € Ord. Wire D(f) € X und

a = min(X \D(f)), so folgte D(f) = X (a) = o und daher (a,a) € f ein Widerspruch. Die Eindeutigkeit
von « folgt nach 2.

Sei nun § € Ord, X C fund f: o — X C f ordnungstreu. Nach 1. ist < f(x) <  fiir alle
T € a, also a C § und daher o < 3. O

Satz 1.2.12 (Wohlordnungssatz). Sei a eine Menge. Dann gibt es ein o € Ord mit a =~ «, und
es gibt eine Wohlordnung auf a. Ist a unendlich, so gibt es eine injektive Abbildung f:w — a, und
flw] C a ist eine abzihlbare Teilmenge.

BEWEIS. Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Abbildung c¢: Pa\ {0} — a, so dass c¢(x) € z fiir alle
z € Pa \ {#}. Sei Q die Klasse aller Funktionen f mit D(f) € Ord, W(f) C a, so dass

fla] #a und f(a) =c(a\ fla]) furalle a € D(f) [= f injektiv].

A. Firalle f,geQist fCgodergC f

Beweis von A. Seien f, g € Q und 0.B.d.A. D(f) C D(g). Wir zeigen: Vz € D(f) [f(z) = g(x)]
[dann ist f C g]. Angenommen, Z = {x € D(f) | f(z) # g(z)} # 0 und z = min(Z). Dann ist
flz=g1lz also f[z] = g[z] und daher f(z) = g(z), ein Widerspruch.

Nach A.ist F' =|JQ eine injektive Funktion, D(F) = [J{D(f) | f € @} C Ord ist ein Anfangsstiick,
und W(F) C a. Aufgrund des Ersetzungsaxioms ist D(F) = F~[W(F)] eine Menge, also D(F) € Ord,
und wir zeigen W(F) = a. Angenommen, W(F) C a. Dann definicren wir F: D(F)™ — a durch
F|D(F)=F und F(D(F))=c(a\W(F)). Dann folgt F € Q und F C F, cin Widerspruch.

Ist a unendlich, so ist @ > w und F | w: w — a eine injektive Abbildung. O

Definition und Satz 1.2.13. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge.

1. (Hausdorff’sches Maximalprinzip) Die Menge S aller Ketten in X besitzt (beziiglich C ) mazimale
Elemente.

2. (Zorn’sches Lemma) Habe jede Kette in X eine obere Schranke. Dann gibt es zu jedem a € X
ein in X maximales Element a* mit a* > a.

(X, <) heifit induktiv geordnet, wenn X # () und jede Kette in X eine obere Schranke besitzt.
Jede induktive geordnete Menge besitzt maximale Elemente.
BEwWEIS. 1. Angenommen, S habe keine maximalen Elemente. Dann gibt nach Satz 1.1.10 eine

Abbildung ¢: § — S, so dass ¢(S) 2 S fir alle S € S. Sei Q die Klasse aller Funktionen f mit
D(f) € Ord und W(f) C S, so dass fiir alle o € D(f) gilt:

Vo,ycalz<y = f(z)C f(y)] (dannist Uf[a]eS), und f(a)zc(Uf[a]).

Dann ist f(z) € f(«) fir alle € o und daher f injektiv.
A. Firalle f,ge Qist f CgodergC f
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Beweis von A. Seien f, g € Q und 0.B.d.A. D(f) C D(g). Wir zeigen: Vz € D(f) [ f(x) = g(z)]
[dann ist f C g]. Angenommen, Z = {z € D(f) | f(z) # g(z)} # 0 und z = min(Z). Dann ist
flz=g1z also f[z] = g[z] und daher f(z) = g(z), ein Widerspruch.

Nach A. ist F =|JQ eine injektive Funktion, D(F) = J{D(f) | f € 2} C Ord ist ein Anfangsstiick,
W(F) C S, fiir alle a, b € W(F) ist a C b oder b C a, und daher folgt (JW(F) € S. Aufgrund des
Ersetzungsaxioms ist D(F) = F~[W(F)] eine Menge, und daher ist D(F) € Ord. Definiert man nun
F:D(F)* — Sduch F | D(F) = F und F(D(F)) = ¢(UW(F)), soist F € Qund F C F, ein
Widerspruch!

2. Nach 1. existiert eine maximale Kette in X, und diese hat nach Voraussetzung eine obere
Schranke. Diese ist ein maximales Element von X. ]

1.3. Kardinalzahlen

Definition 1.3.1. Eine Ordinalzahl « € Ord heifit Kardinalzahl, wenn o = min{z € Ord | a = z}.
Card bezeichne die Klasse aller Kardinalzahlen.

Definition und Satz 1.3.2. Zu jeder Menge a gibt es genau eine Kardinalzahl k mit a ~ k.
k = |a| heifit Kardinalitit oder Machtigkeit von a. Wir definieren |a| = o0 <= |a| > w, und
la| < 00 <= |a| < w.
BEwEIs. Nach Satz 1.2.12. g
Nach Satz 1.2.9 ist w C Card, w € Card, und fiir Mengen a, b gilt: |a| =|b] < a=~b.

Im Folgenden benutzen wir die Bezeichnung w fiir die abzéhlbare Kardinalzahl und Ny fiir die (naiven)
natiirlichen Zahlen. Es ist |Ng| = |N| = w.

Definition 1.3.3. Seien «, 8 € Card und b eine Menge mit |b| = 8 und bNa = 0 (siche Satz
1.1.7.3). Dann definieren wir

a4 B =|aUb| (unabhingig von der Wahl von b), o =|axf| und o =|Abb(3,a)|.

Fiir endliche Mengen verallgemeinern diese Definitionen den naiven Anzahlbegriff. Ist n € Ny und a
eine Menge mit n Elementen (im naiven Sinne), so ist |a| = n (wir schreiben dann wieder wie iiblich
|a| = n). Ferner gilt fiir alle m, n € Ng: m+n=m+n, mn=mn und m?=m".

0 n

Fiir o € Card und n € Ny sei o” rekursiv definiert durch a® =1 und a™*! = @™ @. Dann ist o” = o

fir alle n € Ng.

Satz 1.3.4. Seien a, b, a’, b’ Mengen.
1. Es sind dquivalent :
(a) laf < [b].
(b) Es gibt eine injektive Abbildung f:a — b.
(c) Ist a # 0, so gibt es eine surjektive Abbildung g: b — a.
2. Sei|a| < |a’| und |b] < |b'|. Dann folgt |a|+ b < |a’|+ V|, |a||b] < || |V/| und |a|lP! < |a’|P.
3. laxb| = |a| |b], |Abb(a,b)| = [b]l®l, JaUb|+|anb| = |a| + |b]. Insbesondere: |aUb| < |a| + |b],
mit Gleichheit, falls aNb = 0.

4. Firalle a, 3, v € Card gilt: a+p = p+a, (a+8)+y=a+(B+7), af = Ba, (aB)y = a(By),
(a4 B)y = ay + By und o = (o).
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BEwEIs. 1. (a) & (b) Seien ¢:a — |a|] und : b — |b| bijektiv. Ist |a| < |b], so ist |a| C |b]
und daher 9 ~'oy:a — b injektiv.

Seinun f:a — b injektiv. Dann ist auch 1o fop~!: |a| — |b| injektiv, also X = W(pofop™1) C |b|
und |a| = |X| < |b| nach Satz 1.2.11.3.

(b) = (c) Sei f:a—b injektivund z € a. Dannist g = f~'U((b\ fla])x{z}): b — a surjektiv.

(¢c) = (b) Ist a =0, soist §: @ — b eine injektive Abbildung. Sei also a # 0. Ist g: b — a
eine surjektive Abbildung, so ist g=! eine Relation mit D(¢g~!) = a. Nach Satz 1.1.10.2 gibt es eine
Funktion f mit f C g7 und D(f) = a. Wegen f~1 C (g7 !)~! = g ist f eine injektive Funktion, und
W(f) c W(g™) =b.

2., 3. und 4. Ubung. O

Satz 1.3.5 (Cantor). Fiir jede Menge a ist 21% = |P(a)| > |al.

BEWEIS. Fiir X C a sei 1x: a — {0,1} die charakteristische Funktion von X. Dann ist X — 1x
eine bijektive Abbildung P(a) — Abb(a, {0,1}), und daher [P(a)| = |Abb(a,{0,1})| = 2lel.

Angenommen, es sei |a| > |P(a)|. Dann gibt es eine surjektive Abbildung ¢: a — P(a), und es ist
c={z €alx¢g(xr) Ca Selz € amitg(z) =c Ist nun z € ¢ = g(z), so folgt z ¢ g(z), und ist

z ¢ ¢ = g(z), so folgt z € g(z), ein Widerspruch. O
Satz 1.3.6.
1. Seien o, f € Card, < a und a > w. Dann ist a+ = af = «. Insbesondere ist o = « fir
alle n € N.

2. Sei a eine unendliche Menge, b C a und |b| < |a|. Dann ist |a\b| = |a.

BEWEIS. 1. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

A. Fir jede abzéhlbare Menge X ist |X|=|X x{1,2}| = |X|+ |X]| = |X x X].

Beweis von A. Es geniigt, die Behauptung fiir X = N zu zeigen. Die Abbildung f: NxN — N,
definiert durch f(m,n) = 2™~(2n — 1), ist bijektiv. Daher folgt

N[ = N> {1}] < INx{1,2}| = [Nx{1}] 4+ [Nx{2}| = [N| + [N| < [NxN| = [N].

B. Fiir jede unendliche Menge a und jede hochstens abzidhlbare Menge F' ist |a U F| = |a].
Beweis von B. Nach Satz 1.2.12 besitzt a eine abzéhlbare Teilmenge Z, und es folgt

lal <laUF[ < |ZUF|+|a\ Z| <[Z] + |F[ +|a\ Z] < |Z] + |Z] + [a\ Z] = |Z]| + |a\ Z| = |a] .

C. a+f8=a.

Beweis von C. Es geniigt, & + « = « zu zeigen [denn dann folgt o < a+ 4 < a+ a = «al.
Wegen |ax{0,1}| = |ax{0}| + |ax{1}| = a + o geniigt es, die Existenz einer bijektiven Abbildung
F:ax{0,1} — a zu zeigen. Sei Q die Menge aller bijektiven Abbildungen f: X x{0,1} — X mit
einer unendlichen Teilmenge X C a. Wegen w C o und A. ist  # . Ist S C Q eine Kette, so folgt
U S € Q. Daher besitzt Q nach dem Zorn’schen Lemma ein maximales Element F': C'x{0,1} — C' mit
einer unendlichen Teilmenge C' C «. Ist a\ C endlich, so folgt mit B.

ax{0,1} = |C x {0, 1} + [(\ €) {0, 1}| = [C x {0, 1}| = [C] = |C| + |a\ C| = |a].

Ist a\ C unendlich, so gibt es eine abzéhlbare Menge B C « \ C, und nach A. gibt es eine bijektive
Abbildung g: Bx{0,1} — B. Definiert man F*: (BUC)x{0,1} - BUC durch F* [ Cx{0,1} =F
und F* | Bx{0,1} =g, so ist F* € Q und F C F*, ein Widerspruch.

D. af=a.
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Beweis von D. Es geniigt, a? = a zu zeigen [denn dann folgt a < a8 < a? = a]. Sei Q die Menge
aller bijektiven Abbildungen f: X xX — X mit einer unendlichen Teilmenge X C a.Wegen w C o und
Al ist Q#£0. Ist S C Q eine Kette, so folgt |JS € Q. Daher besitzt Q nach dem Zorn’schen Lemma ein
maximales Element F: CxC — C' mit einer unendlichen Teilmenge C' C a.

Wir nehmen nun zuerst an, es sei |\ C| > |C|. Dann gibt es eine Teilmenge B C o\ C mit |B| = |C]|.
Es folgt (BUC)x(BUC) = (CxC)UD mit D = (BxB)U(BxC)U(CxB),esist (CxC)ND =0 und
|[BxB| = |BxC|=|CxB|=|B|. Nach C. ist |D| = |B|, und daher gibt es eine bijektive Abbildung
g: D — B. Definiert man F*: (BUC)x(BUC) — BUC durch F* | CxC=F und F*[D =g, so
ist F* € Q und F C F*, ein Widerspruch.

Daher ist |a\ C] < |C], es folgt a = |a\ C|+|C| = |C| und daher a? = |axa| = a. Mittels Induktion
folgt @™ = « fiir alle n € N.

2. Es ist entweder a \ b oder b unendlich, und daher folgt |a| = |a\ b+ |b| = max{|a\ b, [b]} = |a\ Y],
da |b] < al. O

Satz 1.3.7. Sei (a;)ic; eine Familie von Mengen und « € Card.
1. Ist |a;| < « fiir allei € I, so folgt |\ U{a; | i€ T} < |I|a.
2. Sei |a;| > o und a; Na; =0 fir alle i, j € I miti# j. Dann folgt | J{a; | i€ I} > |I]o.
BEWEIS. 1. Seio. E. a; # 0 fiir alle 7 € I. Dann gibt es surjektive Abbildungen g¢;: o — a;, und
die Abbildung g¢: I xa — (J{a; | i € I}, definiert durch g(i,z) = g;(x), ist ebenfalls surjektiv. Daher
folgt |U{a; | i€ I} < |Ixal=|I|a.
2. Firi e Isei fi:a— a; eine injektive Abbildung. Dann ist f: Ixa — |J{a; | i € I}, definiert
durch f(i,x) = fi(x), ebenfalls eine injektive Abbildung. O

Satz 1.3.8. Sei a eine Menge, F(a) = |J{a" | n € No} die Menge aller endlichen Folgen in a und
P(a) die Menge aller endlichen Teilmengen von a. Dann ist |a| < |P(a)] < |F(a)] < max{|a|,w}.

BEwEIs. Die Abbildung, die jeder endlichen Folge ihre Gliedermenge zuordnet, ist eine surjektive
Abbildung F(a) — P(a), und daher folgt |a| < |P(a)| < |F(a)|. Nach Satz 1.3.6 folgt (mit Induktion)
la™| < max{|a|,w} fir alle n € N, und nach Satz 1.3.7 ist |F(a)| < w max{|a|,w} = max{|a|,w}. O

1.4. Kategorien und Funktoren

Definition 1.4.1. Eine Kategorie C besteht aus
e ciner Klasse ObC (deren Elemente heilen Objekte von C, man schreibt meist kurz C = ObC);

e ciner Klasse paarweise disjunkter Mengen {Morc(A,B) | (4,B) € CxC} (die Elemente von
Mor(A, B) = Mor¢(A, B) heiBen Morphismen oder Pfeile von A nach B [Schreibweise:

f:A— B oder A ER B]; die Klasse Mor(C) = J{Mor¢(A,B) | (A,B) € CxC} heifit Klasse
der Morphismen von C );

e ciner Klasse ausgezeichneter Elemente {idg € Morc(A, A) | A € C} (ida heifit Identitdt auf
A);
e ciner Klasse von Abbildungen {o: Mor¢ (A, B) x More(B,C) — More(A,C) | (A,B,C) € C3},
geschrieben in der Form (f,g) — gof (genannt Verknipfungen oder Verkettungen),
so dass gilt :
(C1) Firalle A, B,C,DeCundalle f: A— B, g: B—C, h: C — D ist ho(gof) = (hog)of.
(C2) Firalle A, BeCundalle f: A— B ist idgof = foids = f.
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Ein Morphismus f € Mor¢(A, B) heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus ¢ € More (B, A)
gibt mit gof = idy4 und fog = idp [dann ist g eindeutig bestimmt und heifit der zu f inverse
Isomorphismus, g = f~']. Zwei Objekte A, B € C heiflen isomorph, A = B, wenn es einen Isomor-
phismus f: A — B gibt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf C [denn: Die Identitéaten sind
Isomorphismen, und die Verkniipfung zweier Isomorphismen ist wieder ein Isomorphismus].

Ist A € C, so nennt man die Elemente von End¢(A) = More (A, A) Endomorphismen von A. (End¢(A), o)
ist ein Monoid mit neutralem Element id 4.

Ein Objekt E € C heifit
e initial, wenn |More(E,A)| =1 fiir alle A € C;
e final, wenn |Morc(A,E)| =1 fiir alle A € C;

Satz 1.4.2. Sei C eine Kategorie und seien E, E' initiale |finale] Objekte von C. Dann gibt es
genau einen Isomorphismus E — E'.

BEWEIS. Seien E, E' € C initial. Dann ist More(E,E) = {idg}, Morc(F',E') = {idg },
Morc(E, E") = {f}, Morc(F',E) = {f'} und daher notwendig f'of =idg und fof =idg. O

Beispiele 1.4.3.

1. Mg, die Kategorie der Mengen. Objekte sind Mengen, Morphismen sind Abbildungen, Isomor-
phismen sind bijektive Abbildungen. Zwei Mengen A, B sind isomorph in Mg, wenn |A| = |B|. 0 ist
das einzige initiale Objekt in Mg, alle Einermengen sind finale Objekte in Mg.

2. WO, die Kategorie der wohlgeordneten Mengen. Objekte sind wohlgeordnete Mengen, Morphis-
men sind ordnungstreue Abbildungen, Isomorphismen sind Ordnungsisomorphien. () ist ein initiales
Objekt in WO, und WO hat keine finalen Objekte.

3. Grp, die Kategorie der Gruppen. Objekte sind Gruppen, Morphismen sind Gruppenhomomor-
phismen, Isomorphismen sind Gruppenisomorphismen. Jede triviale Gruppe (bestehend aus einem Ele-
ment) ist initiales und finales Element in Grp. Ab bezeichne die Kategorie der abelschen Gruppen,
und fiir einen Koérper k bezeichne Vekj die Kategorie der k-Vektorrdume.

Ist C = Ab oder C = Veky, so hat fiir alle A, B € C die Menge Mor¢(A, B) die Struktur einer abelschen
Gruppe (bei wertweiser Addition der Homomorphismen), die Verkniipfung von Morphismen ist bilinear,
und End¢(A) = (Ende(A), +,0) ist ein Ring, der Endomorphismenring von A.

4. Rg, die Kategorie der (unitidren) Ringe. Objekte sind Ringe, Morphismen sind (unitére) Ring-
homomorphismen. 7Z ist ein initiales Objekt und jeder Nullring ist ein finales Objekt in Rg.

5. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge. Dann definiert man die Kategorie C(X,<) wie folgt:
Objekte sind die Elemente a € X, fiir a, b€ X sei

{(a,b)}, falls a<b,

More(x,<)(a,b) = { 0 sonst

Dann gibt es nur eine mogliche Verkniipfung von Morphismen, und fir a € X ist id, = (a,a).

6. Sei C eine Kategorie und A € C. Dann definiert man die Kategorie C4 wie folgt: Objekte
sind Morphismen f: X — Ain C. Sind f: X — A und ¢g: Y — A Objekte in C4, so definiert man
Morc, = {h € Morc(X,Y) | goh = f}.
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Definition 1.4.4. Sei C eine Kategorie und A = (A4;);c; eine Familie in C. Dann seien die
Kategorien C4 und C# wie folgt definiert:

Objekte von C4 sind Familien von Morphismen ¢ = (¢;: X — A;)icr inC. Sind ¢ = (¢;: X — Aj)icr,
=i Y — A;)icr € Ca, so besteht Morc, (¢,%) aus allen Morphismen f: X — Y in C, so dass
Vi eI [;0of =p;]. Ein Produkt der Familie A ist ein finales Objekt in der Kategorie Ca.

Explizit: Eine Familie von Morphismen p = (p;: P — A;);cs ist ein Produkt von (4;);cs, wenn es
zu jeder Familie ¢ = (p;: X — A;);er genau einen Morphismus ¢: X — P gibt, so dass p;op = ¢;
fir alle ¢ € I. Man nennt dann auch P das Produkt der Familie (A;);c; und (p;)ic; die Familie der
kanonischen Projektionen.

Objekte von C4 sind Familien von Morphismen ¢ = (p;: A; — X)ic; inC. Sind ¢ = (p;: A; — X)ier,
W = (Y;: Ay — Y)ier € CA, so besteht Morca(p,%) aus allen Morphismen f: X — Y in C, so dass
Vi€ I [fop; =1;]. Ein Koprodukt der Familie A ist ein initiales Objekt in der Kategorie C4.

Explizit: Eine Familie von Morphismen e = (g;: A; — C);er ist ein Koprodukt von (4;);ecr, wenn
es zu jeder Familie ¢ = (¢;: A; — X);er genau einen Morphismus ¢: C' — X gibt, so dass @oe; = ¢;
fiir alle ¢ € I. Man nennt dann auch C' das Koprodukt der Familie (A;);er und (g;);c; die Familie der
kanonischen Einlagerungen.

Nach Satz 1.4.2 sind Produkt und Koprodukt einer Familie von Objekten bis auf (eindeutige) Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beispiele 1.4.5.

1. Sei A = (A;)ier eine Familie von Mengen, P =[],.; A; und (p;: P — A;)icr die Familie der
kanonischen Projektionen. Dann ist (p;);es ein Produkt von A in Mg.

Sei C = U;c;(Aix{i}) eine disjunkte Vereinigung von A. Fiir i € I sei €;: A; — C  definiert
durch ¢;(x) = (z,i). Dann ist (g;);er ein Koprodukt von A in Mg.

2. Sei A = (A;)ier eine Familie von (additiven) abelschen Gruppen,

pP= HAZ- und C = HAi = @Ai = {(ai)ier | a; =0 fiir fast alle i € I}
iel i€l iel

(mit komponentenweiser Addition; hier ist die Bezeichnung nicht einheitlich).

Sei (p;: P — A;)ier die Familie der kanonischen Projektionen und (g;: A; — C)se; die Familie
der kanonischen Einlagerungen, definiert durch ¢;(a;) = (...,0,4a;,0,...). Dann ist (p;);es ein Produkt
und (&;);es ein Koprodukt von A in Ab [der Nachweis ist “straightforward” ]. Ferner gilt

0, falls ¢ +# 7, ..
piog; = {idA,, Cfalls i— ), und c¢= iezlgiopi(c) fir alle ceC.

Definition 1.4.6. Sei C eine Kategorie. Dann definiert man die Gegenkategorie C°P wie folgt:
e ObC°P = Ob(; fir A, B € C sei Morcor (A, B) = Mor¢(B, A);
o fiir A, B,C €C, f & Morc(A,B)= Morcor(B,A), g€ Morc(B,C) = Morcor(C, B) definiert
man fou, g = gof € Mor¢(A,C) = Morcer (C, A).

Bemerkungen 1.4.7. Sei C eine Kategorie. Dann ist (C°P)°P = C, initiale Objekte von C sind
finale Objekte von C°P, und Produkte in C sind Koprodukte in C°P.

Definition 1.4.8. C und D seien Kategorien.
Ein (kovarianter) Funktor T:C — D besteht aus
e einer Abbildung 7: ObC — ObD, A+ T(A) =TA;
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o Fiir alle (A4, B) € CxC einer Abbildung T = T4 p: Morc(A, B) — Morp(TA,TB), f+— Tf,
so dass gilt:
Fl. Firalle A, B,CeCund f: A— B, g: B—C ist T(gof)=TgoTf.
F2. Fiiralle A € C ist T(ids) = idza.

Ein kontravarianter Funktor T:C — D ist eine Funktor T': C°? — D.

Explizit : Ist T ein kontravarianter Funktor und f € Morc(A, B), so ist Tf € Morp(TB,TA), und fiir
g € Mor¢(B,C) ist T(gof)=TfoTyg.

Beispiele 1.4.9.

1. Sei C eine Kategorie. Der identische Funktor Id: C — C ist definiert als identische Abbildung auf
Objekten und Morphismen.

2. Seien C, D Kategorien und D € D. Der konstante Funktor Tp: C — D ist definiert durch
Tp(A) =D firalle AeC und Tf =idp fur alle Morphismen in C.

3. Vergiss-Funktoren. Wirken identisch auf Objekten und Morphismen, vergessen aber einen Teil
der Struktur. Beispiele: Grp — Mg (ordnet jeder Gruppe die zugrunde liegende Menge und jedem
Homomorphismus die zugrunde liegende Abbildung zu); k-Vek — Ab (ordnet jedem k-Vektorraum
seine Additionsgruppe zu).

4. Finheitengruppen. Fiir einen Ring R sei R* seine Einheitengruppe. Fiir jeden Ringhomomor-
phismus f: R — S ist f(R*) C S*, und f|R*: R* — S* ist ein Gruppenhomomorphismus. Daher
ist U: Rg — Grp ein Funktor (definiert durch U(R) = R* fiir jeden Ring R und U(f) = f| R* fir
jeden Ringhomomorphismus f: R — S).

5. Potenzmengen. Fiir eine Abbildung f: A — B sei f*: P(B) — P(A) definiert durch f*(Y) =
f~YY). Damit wird P: Mg — Mg zum kontravarianten Funktor (definiert durch Pf = f* fiir jede
Abbildung f).

6. Die Morphismenfunktoren. Sei C eine Kategorie und A € C. Fiir X € C definiert man
ha(X)=Morc(A, X) und h4(X) = Morc(X,A),
und fiir einen Morphismus f € Mor¢(X,Y) definiert man
ha(f): More(A, X) — More(A,Y) durch ha(f)(p) = fop
und
Ry(f): More(Y, A) — More(X,A) durch  1/4(f)(¢) =vof.
Damit ist ha: C — Mg ein (kovarianter) Funktor und h’,: C — Mg ein kontravarianter Funktor.

Bemerkung 1.4.10. Seien T:C — D und U: D — & Funktoren. Dann ist UoT:C — £ ein
Funktor. Damit entsteht der Wunsch, Kategorien als Objekte einer “Superkategorie” mit den Funk-
toren als Morphismen aufzufassen. Dem stehen mengentheoretische Schwierigkeiten entgegen, da Kat-
egorien Klassen sind und als solche nicht wieder zu Klassen zusammengefasst werden konnen. Diese
Schwierigkeiten kénnen auf zwei Arten umgangen werden.

1. Eine Kategorie C heifit klein, wenn ObC eine Menge ist (dann ist auch
Mor (C) = U Mor¢ (A, B)
(A,B)eCxC
eine Menge). Damit wird die Klasse der kleinen Kategorien mit den Funktoren als Morphismen zur
Kategorie.

2. Grothendieck’sche Universen. Wir legen die ZF-Mengenlehre zugrunde. Eine Menge U heifit
(Grothendieck’sches) Universum, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt :
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Ul. acU = aCUund Pa e U.
U2. a,beU = {a,b} €U.
U3. Ist F'C UxU eine Abbildung und J C U, so ist auch |JF[J] € U.

Dann ist jedes nicht-leere Universum ein Modell von ZF [das heifit, die ZF-Axiome gelten, wenn man
die Quantoren iiber die Elemente von U laufen ldsst] (der Beweis ist einfach, aber langlich).

Grothendieck’sches Universenaxiom. Jede Menge ist Element eines Universums.

In ZF mit dem Grothendieck’schen Universenaxiom kann man nun mathematische Theorien wie folgt
aufbauen. Man wahlt ein Universum U und formuliert die klassische Mathematik innerhalb U (Mengen
sind dann Elemente von U, genannt U-Mengen, und Klassen sind Teilmengen von U, genannt U-Klassen).
Dann ist eine U-Kategorie eine U-Klasse, so dass ...

Wahlt man nun ein Universum U, so dass U € U, so wird jede U-Klasse zur U;-Menge, und man
kann die U;-Kategorie aller U-Kategorien bilden.

Dieses Verfahren kann iteriert werden. Mengentheoretische Schwierigkeiten werden dadurch umgan-
gen, dass man (stillschweigend) in hohere Universen aufsteigt.

Definitionen und Bemerkungen 1.4.11. S, T': C — D seien Funktoren. Eine naturliche Trans-
formation oder ein Morphismus «: S — T ist eine Familie von Morphismen (a(C): SC — TC)cec
in D, so dass fiir jeden Morphismus f: C — C’ in C das folgende Diagramm kommutiert:

a(C)
—_—

sc TC
Sfl le
scr 2D, per

Man sagt dann auch, (a(C))cec ist eine Familie funktorieller Homomorphismen oder «o(C) ist ein
(in C) natiirlicher oder funktorieller Homomorphismus.

Sei U: C — D ein weiterer Funktor, und seien «: S — T und #: T — U Morphismen. Wir definieren
Boa: S — U durch (Boa)(C) = pp(C)oa(C): SC — UC. Dann ist auch [oa ein Morphismus. Damit
wird die Klasse der Funktoren C — D zur Kategorie Fun(C,D) (mit den natiirlichen Transformationen
als Morphismen). Fiir jeden Funktor S:C — D ist idg = (idg(c))cec die Identitdt auf S. Eine
natiirliche Transformation «: S — T ist genau dann ein Isomorphismus, wenn «(C): SC — TC fiir
alle C' € C ein Isomorphismus in D ist (dann ist a™! = (a(C)™!)cec-

Beispiel 1.4.12. Sei k ein Korper. Fiir einen k-Vektorraum V' € k-Vek sei V* = Homy(V, k) der
Dualraum, und fiir einen k-Vektorraum-Homomorphismus f: V — W sei f*: W* — V* definiert
durch f*(p) = pof. Damit ist D: k-Vek — k-Vek, definiert durch DV = V* und Df = f*, ein
kontravarianter Funktor und D o D: k-Vek — k-Vek ein (kovarianter) Funktor (der Bidualfunktor).
Die Abbildung a(V): V — V**, definiert durch «(V)(v)(p) = ¢(v) fiir alle v € V und ¢ € V*, ist ein in
V funktorieller k-Vektorraumhomomorphismus: Fiir einen k-Vektorraum-Homomorphismus f: V — W
i
* (V)

|4 %
fl lf“
W, e

ein kommutatives Diagramm, denn fiir v € V und ¢ € W* ist

[T ea(V)](0)(¢) = [a(V)(v)o f](¢) = a(V)(0)[f*(¥)] = a(V)(v)(¢of) = Yo f(v) = [a(W)o f(v)](¥).

Daher ist a = (a(V))vervek: Id = Do D ein Morphismus von Funktoren.






CHAPTER 2

Modultheorie

Sei R # 0 ein (unitérer) Ring.
2.1. Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition 2.1.1. Sei M eine additive abelsche Gruppe. Eine R-(Links-) Modulstruktur auf M ist
eine Abbildung

oc: RxM — M, (M\x)— Az (genannt Skalarmultiplikation),

so dass fur alle A, p € R und alle z, y € M gilt (wir folgen der Konvention Punkt- vor Strichrechnung) :
M1l. A+ p)x =z + px.
M2. ANz +y) =z + \y.
M3. (Ap)x = A(pz).
M4. 1z ==z.
Ein R-(Links)-Modul M = (M, o) ist eine additive abelsche Gruppe M mit einer R-(Links-)Modulstruk-
tur auf M. Schreibweise: M = M. Wir bezeichnen mit R-Mod die Klasse aller R-(Links-)Moduln.

Analog definiert man den Begriff der R-Rechtsmodulstruktur o.: M xR — M, (x,\) — zA und den
Begriff des R-Rechtsmoduls. Ist M ein R-Rechtsmodul, so schreibt man M = Mpg.

Bemerkung 2.1.2. Sei M ein R-Modul. Dann gilt fiir alle z € M und A € R

Orz =0p, AOp=0p und (—A)z=-Ax, insbesondere —ax=(-1)z.
Beweis: Aus Orz + Ogx = (Og + Og)x = Ogz folgt Ogx = O0pr, aus NOps + AOpr = A(Ops + 0pr) = AOpy
folgt AOpr = Opz, und aus (—1)z+x = (—1)z+ 1z = [(—1) + 1]z = 0y folgt (—1)z = —=z. O

Bemerkung 2.1.3. Sei M eine abelsche Gruppe und End(M) = Hom(M, M) der Endomorphis-
menring von M.

Sei 0: RxM — M eine R-Linksmodulstruktur auf M. Fir A € R ist (z — Az) € End(M), und
0: R — End(M), definiert durch o(\)(z) = Az flir alle A € Rund « € M, ist ein Ringhomomorphismus.
Ist umgekehrt 7: R — End(M) ein Ringhomomorphismus und definiert man o,: RxM — M durch
or(\,x) = 7(\)(x), so ist o, eine R-Linksmodulstruktur auf M, und o, = 7.

Ist 0.: MXR — M eine R-Rechtsmodulstruktur auf M und definiert man o,: R — End(M) durch
0+(A)(z) =2\ firalle A € Rund z € M, soist o, kein Ringhomomorphismus, denn fiir alle A\, p € R ist
Tx(Ap) = 0.(n) 0. (N). Der Gegenring R°P von R sei definiert als Ring mit derselben Additionsgruppe
wie R und der Multiplikation z -°P y = yz. Dann ist 7,: R°° — End(M) ein Ringhomomorphismus.
Ist umgekehrt 7: R°P — End(M) ein Ringhomomorphismus und definiert man o,.: M xR — M durch
(2, A) = T7(A)(x), so ist 0. eine R-Rechtsmodulstruktur auf M, und o, = 7.

Daher ist ein R-Rechtsmodul dasselbe wie ein R°P-(Links-)Modul. Ist R kommutativ, so ist R°P = R
und daher ist jeder R-(Links)-Modul auch ein R-Rechtsmodul.

19



20 2. MODULTHEORIE

Definition 2.1.4. Sei M ein R-Modul und N C M.

1. Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M heifit (R-)Untermodul, wenn 0 € N, N+ N C N
und RN C N [explizit: 0 € N,und firallez, y € N und A€ R ist z+y € N und Az € N].
Ist N C M ein R-Untermodul, so ist N, versehen mit der eingeschrénkten Skalarmultiplikation,
wieder ein R-Modul.

2. Auf der Faktorgruppe M/N ={z+ N |z € M} sei eine R-Modulstruktur definiert durch
Mz+N)=X+ N firalle A€ R und z€ M.

[ Nachrechnen: 1) Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Représentanten; 2) die Bedin-
gungen von Definition 2.1.1 sind erfiillt].

Versehen mit dieser R-Modulstruktur, nennt man M/N den Faktormodul oder Restklassenmodul
und die Abbildung 7: M — M/N, definiert durch w(x) = x + N, die Restklassenabbildunyg.

Beispiele 2.1.5.

1. Sei R ein Korper. Dann sind R-Moduln dasselbe wie R-Vektorraume, Untermoduln sind Unter-
raume und Faktormoduln sind Faktorrdume. Allgemeiner: Ist R ein Divisionsring [d. h., R* = R\ 0],
so nennt man einen R-Modul auch einen R(-Links-)Vektorraum.

2. Sei M eine additive abelsche Gruppe. Dann ist die Vielfachenbildung ZxM — M, (n,z) — nz
die einzige Z-Modulstruktur auf M. Daher ist ein Z-Modul dasselbe wie eine additive abelsche Gruppe,
Z-Untermoduln sind Untergruppen, und Z-Faktormoduln sind Faktorgruppen.

3. Sei n € N. Dann wird R"™ zum R-Modul vermége A(cq,...,¢n) = (Act, ..., A¢n). Insbesondere
ist R ein R-Modul (in diesem Falle stimmen Ringmultiplikation und Skalarmultiplikation {iberein). Die
R-Untermoduln von R sind genau die Linksideale von R.

4. Auf der trivialen additiven abelschen Gruppe 0 gibt es genau eine R-Modulstruktur. Man nennt
0 den Nullmodul.

Sei M ein R-Modul. Dann sind 0 = {0} und M R-Untermoduln von M. Ist Q eine Menge von R-
Untermoduln von M, so ist auch (€ ein R-Untermodul von M. Ist Q eine Kette (bzgl. C), so ist auch
U ein R-Untermodul von M.

5. Ist R = 0 der Nullring, so kann man den Begriff des R-Moduls wie eben definieren, aber dann ist
0 der einzige R-Modul.

Definition 2.1.6. M und N seien R-Moduln.
1. Eine Abbildung f: M — N heifit R-linear oder ein R-(Modul)-Homomorphismus, wenn fiir
allez, y € M und A € R gilt:
o flz+y)=f(z)+ f(y) (d.h., fist ein Homomorphismus abelscher Gruppen);
o FO) = M)
Homp(M, N) bezeichne die Menge aller R-Homomorphismen.
2. Sei f: M — N ein R-Homomorphismus. f heifit ein (R-) Monomorphismus [(R-)Epimorphis-
mus, (R-)Isomorphismus], wenn f injektiv [surjektiv, bijektiv] ist.
Bi(f) = f(M) heifit Bild von f, und Ker(f) = f~1(0) heiBt Kern von f.

3. M und N heilen (R-)isomorph, wenn es einen R-Isomorphismus f: M — N gibt; Schreib-
weisen: f: M = N, M =g N.
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Bemerkungen 2.1.7.

1. Ist R ein Korper, so sind R-Modulhomomorphismen dasselbe wie R-Vektorraum-Homomorphis-
men. Z-Modulhomomorphismen sind Gruppenhomomorphismen.

2. Sei N C M ein R-Untermodul. Dann ist die Einlagerung ¢ = (N < M) ein R-Monomorphismus
und die natiirliche Restklassenabbildung 7: M — M/N ein R-Epimorphismus. Insbesondere ist id,
ein R-Isomorphismus.

3.Sind f: M - N und g: N — P R-Homomorphismen [ R-Monomorphismen, R-Epimorphismen,
R-Tsomorphismen |, so auch gof: M — P. Insbesondere ist R-Mod eine Kategorie mit den R-
Homomorphismen als Morphismen. Wir bezeichnen mit Mod-R = R°®-Mod die Kategorie der R-
Rechtsmoduln.

4. Ist M ein R-Modul, so ist M/M = 0, und der Restklassenhomomorphismus 7: M — M/0 ist
ein Isomorphismus. Wir identifizieren M = M/0 (vermoge x =x +0).

5. Ein R-Homomorphismus f: M — N ist genau dann ein R-Isomorphismus, wenn es einen R-
Homomorphismus g: N — M gibt mit gof = idy; und fog = idy [und dann ist g = f~1]. Insbesondere
ist ein R-Isomorphismus im Sinne von Definition 2.1.6.2 dasselbe wie ein Isomorphismus in R-Mod.

6. Sei f: M — N ein R-Homomorphismus, und seien M’ € M und N’ ¢ N R-Untermoduln.
Dann sind auch f(M’) C N und f~'(N’) ¢ M R-Untermoduln. Insbesondere sind Ker(f) C M und
Bi(f) € N R-Untermoduln, und f ist genau dann ein R-Monomorphismus, wenn Ker(f) = 0.

Ist f(M') C N, soistauch f|M’: M’ — N’ ein R-Homomorphismus. Insbesondere ist f: M — f(M)
ein R-Epimorphismus.

7. M und N seien R-Moduln, 0: M — N bezeichne die konstante Abbildung mit Wert 0 € V; sie ist
ein R-Homomorphismus, genannt Nullhomomorphismus. Esist Hompg(0, N) = 0 und Hompg(M,0) = 0.
Insbesondere ist 0 initial und final in R-Mod.

8. Homomorphiesatz. Sei f: M — N ein R-Homomorphismus, M’ C Ker(f) ein R-Untermodul
und 7: M — M/M’ der Restklassenhomomorphismus. Dann gibt es genau einen R-Homomorphismus
f: M/M'" — N mit f = for. Dieser ist gegeben durch f(xz 4+ M’) = f(x) fiir alle z € M, es ist

Ker(f) = Ker(f)/M' und Bi(f) = Bi(f).

Insbesondere gibt es genau einen Isomorphismus f*: M/Ker(f) = Bi(f), der das folgende Diagramm

kommutativ macht :

M L N

| [
M/Ker(f) —— Bi(f)

9. Erster Isomorphiesatz. Seien N C M und P C M R-Untermoduln. Dann sind auch N + P und
N NP R-Untermoduln von M, und es gibt einen R-Isomorphismus

¢: NNNNP = (N+P)/P mit ¢(x+NNP)=z+P.

10. Zweiter Isomorphiesatz. Seien P C N C M R-Untermoduln. Dann ist auch N/P C M/P ein
R-Untermodul, und es gibt einen R-Isomorphismus

¢: (M/P)/(N/P) = M/N mit ¢((x+P)+N/P)=z+N.

11. Sei N C M ein R-Untermodul und w: M — M/N der Restklassenepimorphismus. Dann defi-
niert die Zuordnung P — P/N eine bijektive Abbildung von der Menge aller R-Untermoduln P C M
mit N C P auf die Menge aller R-Untermoduln von M/N. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
P* — g Y(PY).
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12. Seien f, g: M — N R-Homomorphismen. Dann ist auch f+ ¢g: M — N ein R-Homomor-
phismus, und beziiglich dieser Addition ist Hompg(M, N) eine abelsche Gruppe. Sind ¢: L — M und
1: N — P weitere R-Homomorphismen, so folgt (f + g)op = fop+ gop und vo(f + g) = of +1og.

Homp(M,—): R-Mod — Ab ist ein (kovarianter) und Hompg(—,N): R-Mod — Ab ist ein
kontravarianter Funktor.

[Ist f € Hompg(X,Y), so ist

Hompg (M, f): Homg(M,X) — Homgr(M,Y) gegeben durch Hompg(M, f)(p) = fop,
und das ist ein Gruppenhomomorphismus.

Homp(f, N): Hompg (Y, N) — Hompg(X, N) ist gegeben durch Hompg(f, N)(v)) = ¢of,

und das ist ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus].
13. Sei R kommutativ, f: M — N ein R-Homomorphismus und A € R. Dann ist auch Af ein
R-Homomorphismus. Damit wird Homp(M, N) zum R-Modul. Die Abbildung
e: Homg(R, M) — M, definiert durch e(f) = f(1),

ist ein in M funktorieller R-Isomorphismus [also ein Iso von Funktoren Hompg(R,—) = Idg-Mod -

[Beweis: Man hat die folgenden (trivialen) Fakten nachzuweisen: 1) e ist ein R-Homomorphismus;
2) Fir jedes z € M ist n, = (A — Az) € Homg(R,M); 3) n: M — Hompg(R, M), definiert
durch n(z) = 7,, ist ein R-Homomorphismus; 4) 7o¢e = idgompy(r,a) und eon = idy; 5)  Jeder
R-Homomorphismus f: M — M’ induziert ein kommutatives Diagramm

Homg(R,M) —— M
HomR(R,f)l J{f
Homp(R, M') —=— M’ .

14. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus und N ein S-Modul. Dann wird N zum R-Modul
vermoge Az = p(A)z fir alle A € R und z € N.

Ist N’ ein weiterer S-Modul, so folgt Homg(N, N') C Hompg(N, N’), mit Gleichheit, falls ¢ surjektiv
ist. Damit erhalten wir einen Funktor S-Mod — R-Mod. Insbesondere ist S ein R-Modul. Wichtiger
Spezialfall: R C S ist ein Teilring und f = (R < 95).

15. Seien f: A— B und g: B — C' R-Homomorphismen. Man sagt, A L B4 C isteine evakte
Sequenz, wenn Ker(g) = Bi(f).

Insbesondere gilt: 0 — A LB st genau dann exakt, wenn f ein Monomorphismus ist, und A L B=o
ist genau dann exakt, wenn f ein Epimorphismus ist.

Eine (endliche oder unendliche) Folge von R-Modulhomomorphismen

..—>Ai,1 fi)l A,Lﬁ) i+1 fil

heiflt exakt, wenn jede 3-gliedrige Teilsequenz exakt ist.

Eine exakte Sequenz der Form 0 — A LB C =0 heiBt kurze exakte Sequenz.

Ist N C M ein R-Untermodul, so ist 0 = N <— M — M/N — 0 eine kurze exakte Sequenz.

Ist 0> AL B%C 0 cine kurze exakte Sequenz, so ist f: A = Ker(g) = Bi(f) ein Isomorphismus,
g induziert einen Isomorphismus g¢*: B/Bi(f) = B/Ker(g) = C, und wir erhalten das kommutative
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Diagramm
0o —— ! .p? c ——0
T
0 —— Bi(f) B —— B/Bi(f) —— 0

Definition 2.1.8. Sei M ein R-Modul.

1. Sei (M;);e; eine Familie von R-Untermoduln. Dann nennt man

St {Sm

i€l i€l

m; € M;, m; =0 fur fast alle ie[}

die Summe der Familie (M;)c;.

2. Sei £ C M. Dann nennt man
r(E)=({N|N C M ist ein R-Untermodul mit £ C N }

den von E erzeugten R-Untermodul von M. Ist gr(E) = M, so nennt man E ein FErzeugen-
densystem von M. Man nennt M endlich erzeugt, wenn M ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

Fiir eine Familie (u;)ie;r in M sei g(u; | i € I) = g{{u; | i € I}), und man nennt (u;);es
ein  FErzeugendensystem von M, wenn {u; | i € I} ein Erzeugendensystem von M ist. Fir
ay,...,an, € M schreibt man g{ay,...,a,) = r{{a1,...,an}).

3. M heiBt zyklisch, wenn M = g(a) fireina € M. [Im Falle R = Z ist das die Definition der
zyklischen Gruppe].

4. M heifit einfach, wenn M # 0, und 0 und M sind die einzigen R-Untermoduln von M.

5. Sei E C M. Dann nennt man Anng(E)={A € R| Az =0 fiir alle € E} C R den Annulator
von E [Anng(F) ist ein Linksideal von R].

6. M heiit torsionsfrei, wenn Anng(z) =0 fiur allex € M\ 0.

Satz 2.1.9. Sei M ein R-Modul.
1. Ist EC M, so ist

R(E)=> Ra= {i Aoty

z€E v=1

r(E) ist der kleinste E enthaltende R-Untermodul von M. Ist f: M — N ein R-Homomor-
phismus, so ist r(f(E)) = f(r(E)), und fir zwei R-Homomorphismen f, g: r(E) — N gilt:
Aus f|E=gl|E folgt f=g. Ist R kommutativ, so folgt Anngr(FE) = Anng(r(FE)).

2. Ist (E;)er eine Familie von Teilmengen von M, so folgt

R<UEi> => r(E:).

i€l icl

neN, A, €R, m,,eE},

3. Fira € M ist gla) = Ra, und ¢: R/Anng(a) — Ra, definiert durch ¢(A+ Anng(a)) = Aa,
ist ein R-Modulisomorphismus.

4. M ist genau dann zyklisch, wenn M = R/L mit einem Linksideal L C R, und M ist genau
dann einfach, wenn M = R/L mit einem maximalen Linksideal L C R.
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BEWwEIs. 1. Nach Definition ist g(E) C M ein R-Untermodul, und fir jeden R-Untermodul N C M
mit £ C N ist g(E) C N. Daher ist g(E) der kleinste E enthaltende R-Untermodul von M. Nach
Definition ist

ZRx:{Z)\zx’)\zeR, )\zzofﬁrfastalle:rEE}:{En:)\,,xl,

z€E zelE v=1

neN, A\, €R, a:l,eE},

und das ist ebenfalls der kleinste R-Untermodul von M, der E enthélt, stimmt also mit gr(F) tiberein.
Sei f: M — N ein R-Homomorphismus und y € N. Genau dann ist y € g(f(FE)), wenn

y= zn:)\uf(xu) = f(zn:A,,x,,> mit A\, € R und z, € E,
v=1 v=1

und das ist genau dann der Fall, wenn y € f(r(F)).

Seien f, g: r(E) — N R-Homomorphismen mit f | E = g| E. Ist x € g(E), so folgt © = A\z1+...+ 2y
mit A\, € R und z, € FE, und es folgt

F@) = Af@,) = Aglz,) = g(x).
v=1

2. Beide Seiten stellen den kleinsten R-Untermodul von M dar, der alle E; enthélt, und daher gilt
Gleichheit.

3. Nach 1. ist gr(a) = Ra, und die Abbildung ¢: R — Ra, definiert durch ¢(\) = Aa ist ein R-
Epimorphismus mit Ker(¢) = Anng(a). Nach dem Homomorphiesatz induziert ¢ einen Isomorphismus
¢: R/Anng(a) — Ra wie behauptet.

4. Ist L C R ein Linksideal, so ist R/L = {A+ L | A€ R} ={A1+L)| A€ R} = r(1+1L)
zyklisch, und nach 3. ist jeder zyklische R-Modul von dieser Form. Ist M einfach, so ist M zyklisch und
daher M = R/L mit einem Linksideal L C R. Die Untermoduln von M sind von der Form J/L mit
Linksidealen J C R, so dass L C J. Daher ist M genau dann einfach, wenn L ein maximales Linksideal
ist. Ist umgekehrt L C R ein maximales Linksideal, so ist R/L einfach. O

Definition und Satz 2.1.10. Sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln,
P = HMl und C = @Mi ={(ai)icr | a; =0 fiir fast alle i €I},
iel iel
(pi: P — M,;)ier die Familie der kanonischen Projektionen und (g;: M; — C)ic;  die Familie der
Finlagerungen (siche Beispiel 1.1.5.2). Fir A € R und a = (a;)ier € P definiert man Aa = (Aa;)ier-

Damit wird P zum R-Modul, C C P ist ein R-Untermodul, (p;: P — M;);cr ist ein Produkt und
(i M; — C)ier st ein Koprodukt in der Kategorie R-Mod.

Man nennt P das direkte Produkt und C die (dufere) direkte Summe der Familie (M;);er. Ist
M; = M fiir alle i € I, so schreibt man P = M’ und C = M. Ist I endlich, so ist P = C, und im Falle
I=0ist P=C=0. Ist [ =[1,n] mit n € N, so schreibt man P=C = My x...xM, =M & ... M,
und M1 =MD = M7,

Fiir jeden R-Modul N ist die Abbildung
P Hom;:g(@ MZ-,N> — HHomR(MZ-7N) , definiert durch ®(f) = (foei)ier,
iel iel
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
Ist (N; C M;);er eine Familie von R-Untermoduln, so ist

PycPM; uwd PM/PN — PM/Ni, (mi)icr +EPN: — (mi+ Ni)ier

i€l i€l iel icl el icl
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ist ein R-Isomorphismus.
Im Falle I ={1,2} ist P=C = M; & M,, und es bestehen die exakten Sequenzen

OHMlng@MggMQHO und OHMgng@MQngﬂo

BEwEIs. Offensichtlich ist (p;: P — M;);e; ein Produkt und (g;: M; — C);er ein Koprodukt in

der Kategorie R-Mod. Wegen
O(f +9) = ((f +9)oci)ier = (foei + gogi)ier = (foei)ier + (goei)icr = ®(f) + 2(9)

ist ® ein Homomorphismus. Zu jeder Familie 1 = (¢; € Homg(M;, N));cr gibt es nach Definition des
Koproduktes genau ein f € Homp(C, N) mit foe; = ¢; fiir alle i € I, also ®(f) = ¢. Daher ist ® ein
Isomorphismus.

Ist (N; C M;);cs eine Familie von R-Untermoduln, so ist

@Mi — @MZ—/NZ-, (mi)ier — (m;+ N;)ier, ein R-Epimorphismus mit Kern @Ni,

icl iel iel
und nach dem Homomorphiesatz folgt der behauptete Isomorphismus. Die Exaktheit der Sequenzen ist
offensichtlich. 0O

Definition 2.1.11. Sei M ein R-Modul und L C R ein Linksideal.
1. Man definiert

LM = ZLx:{ZAVxV\nGN, A €EL, x,,eM}
reM v=1

[LM C M ist ein R-Untermodul, L C Anng(M/LM), und L C Anng(M) < LM =0]

2. Ist a < Rund a C Anng(M), so wird M zum R/a-Modul vermoge (A + a)xz = Az fur alle
A€ Rund z € M [Nachrechnen!].

Bemerkung 2.1.12. Sei a < R, und seien M, N R-Moduln. Dann ist
Hompg(M/aM,N/aN) = Homp,q(M/aM,N/aN) (siche Bemerkung2.1.7.14).

Zu jedem f € Homp(M,N) gibt es genau ein f* € Hompg(M/aM,N/aN), so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

M L N

e | |

M/aM — N/aN.
Damit ist M +— M/aM, f+— f* ein Funktor R-Mod — R/a-Mod.

2.2. Innere direkte Summen und freie Moduln

Definition und Satz 2.2.1. Sei M ein R-Modul, (M;);cr eine Familie von R-Untermoduln von M,
M = ZMz und @Ml — M’ definiert durch ((z:)icr) = le
il iel iel
Dann ist ¢ ein R-Homomorphismus, und die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) 9 ist ein R-Isomorphismus.
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(b) Fir alle j € T ist
Mjn > M;=0.
i€\{j}
(c) Jedes x € M’ hat eine eindeutige Darstellung in der Form
x:in mit x; € M; und x; =0 fir fast alle i € 1.
iel

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagt man, die Summe der Familie (M;);c; ist direkt, nennt man M’
die (innere) direkte Summe der Familie (M;);er und schreibt

M'=Y"M; (dir)
iel
BEWEIS. Offensichtlich ist ¢ ein R-Homomorphismus.
(@) = (b) Seijelund x; € MyN 3 cpyy Mi- Dannist —z; =32, p\ ;20 mit z; € M;, also
’l/)((il’i)ie[) = 0 und daher x; = 0 fiir alle 7 € I.
(b) = (c) Seix e M'. Wegen M' =3, M; ist v =3}, ,x; mitz; € M; und z; = 0 fiir fast
alle s € I. Sei nun auch x =), ;o mit 2} € M; und 2} = 0 fiir fast alle i € I. Fiir alle j € I ist dann

T — o = Z (x; —x;) € Mj N Z M; =0, also z;=x}.
ieI\{5} ie\{j}

(c) = (a) Nach (c) gibt es zu jedem z € M’ genau ein (z;)ier € P,c; Mi mit ¥ ((zi)ier) = 2. O

Bemerkungen 2.2.2. Sei M ein R-Modul.
1. Sei (M;);cr eine Familie von R-Untermoduln von M und J C I, so dass M; =0 fiir alle j € I\ J.

Dann ist
> M=) M,
iel ieJ
und die Summe der Familie (M;);cs ist genau dann direkt, wenn die Summe der Familie (M;);c direkt
ist.
2. Seien A, B C M R-Untermoduln. Dann sind dquivalent :
(a) M =A+ B (dir);
(b)) M=A+Bund ANB=0.
(¢) Jedes x € M hat eine eindeutige Darstellung = a + b mit a € A und b € B.

Definition 2.2.3. Sei M ein R-Modul.
1. Eine Familie (u;);er in M heiBt linear unabhdingig tber R, wenn fiir jede Familie (\;);e; in
R gilt:
Ist \; =0 fiir fast alle ¢ € I und Z Aiu; =0, sofolgt \; =0 furalleiel
iel
[dquivalent: Der R-Homomorphismus
¢: R — M, definiert durch w(()\z‘)iel) = Z Aiw;,  ist injektiv].
i€l
2. Eine Familie (u;)ier in M heifit (R-)Basis von M, wenn (u;);er ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von R ist [#quivalent: Der R-Homomorphismus 1: RY) — M aus 1. ist
ein Isomorphismus].
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3. Eine Teilmenge B C M heif}t linear unabhdingig bzw. eine R-Basis von M , wenn die Familie
(b)pep das ist.

4. M heiBBt (R-)frei, wenn M eine R-Basis besitzt. Ist (u;);es eine R-Basis von M, so sagt man,
M ist frei vom Rang |I| und schreibt rggp(M) =|I|.

Korollar 2.2.4. Sei M ein R-Modul.

1. Fir eine Familie (u;)ic; i M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) (u;)ier ist eine R-Basis von M.
(b) Jedes x € M hat eine eindeutige Darstellung

T = Z/\iui mit N € R, \; =0 fir fast alle i € 1.
il

(¢) Die Summe der Familie (Ru;)ier ist direkt , und fir alle i € I ist Anng(u;) = 0.

2. Sei (M;);cr eine Familie von R-Untermoduln von M, und sei M die direkte Summe der Familie
(M;)icr. Fiir jedes i € I sei B; eine R-Basis von M;. Dann ist B =|J{B; |i € I} eine R-Basis
von M.

BEWEIS. Nach Satz 2.2.1. O

Bemerkungen 2.2.5.

1. Ist R ein Korper, so sind die Begriffe von 2.2.1 mit denen der linearen Algebra konsistent. Der
Nullmodul O ist frei mit Basis ().

2. Der R-Modul RUY) ist R-frei mit Basis (e;)ies, wobei e; = (...,0,1;,0,...). Insbesondere ist R
ein R-freier R-Modul mit Basis (1).

3. Der Polynomring R[X] ist R-frei mit Basis (X%);en,-

4. Sei R kommutativ und a < R. Fiir alle a, b € a ist (a,b) linear abhéngig iiber R [denn: Ist
a = 0 oder b = 0, so ist nichts zu zeigen; ist a # 0 und b # 0, so folgt die lineare Abhéangigkeit aus
ba + (—a)b = 0]. Also folgt: Ein Ideal a < R ist genau dann R-frei, wenn a = Ra, wobei a € R kein
Nullteiler ist ].

5. Sei M ein R-Modul und (u;);ecs eine Familie in M. Genau dann ist (u;);es linear unabhéngig tiber
R, wenn die Menge {u; |7 € I} linear unabhéngig ist und wu; # u; fiir alle ¢, j € I mit ¢ # j.

Satz 2.2.6. Sei B eine Menge.
1. Es gibt einen R-Modul M mit B C M, so dass B eine Basis von M ist.
2. Sei M ein freier R-Modul mit Basis B, N ein weiterer R-Modul und fo: B — N eine Abbildung.
Dann gibt es genau einen R-Homomorphismus f: M — N mit f|B = fo. Insbesondere ist
Homp(M,—) — Abb(B,—) ein Isomorphismus von Funktoren R-Mod — Mg.

3. Sind M und M’ freie R-Moduln mit Basis B, so gibt es genau einen Isomorphismus f: M — M’
mit f ‘ B = idB.

BEWEIS. 1. Es geniligt, einen freien R-Modul M’ mit einer Basis B’ und einer bijektiven Abbildung
¢: B — B’ zu konstruieren. Dann folgt nach dem Austauschprinzip die Existenz eines R-Moduls M D B
und eines R-Isomorphismus ®: M — M’ mit ®|B = ¢, und dieser ist R-frei mit Basis B.
Explizit: Nach Satz 1.1.7.3 gibt es eine Menge C' mit C' N B = () und eine Bijektion : C — M'\ B’.
Sei dann M = BUC, ®: M — M’ definiert durch ®|B = ¢ und ®|C = 1. Dann ist ® bijektiv, und
auf M gibt es genau eine R-Modulstruktur, so dass ® ein R-Isomorphismus ist.
Nach Bemerkung 2.2.5.2 ist M’ = R(B) frei mit Basis B’ = {e, | b € B}.
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2. Die Eindeutigkeit von f folgt aus Satz 2.1.9.1. Ist x € M, so besitzt x eine eindeutige Darstellung

T = Z Xpb mit Ay € R, A\ =0 fir fast alle b€ B, und wir setzen f(z) = Z Mo fo(b) .
beB beB
Dann ist f ein Homomorphismus mit f| B = fo. Daher ist p(N): Homg(M, N) — Abb(B, N), definiert
durch p(N)(¢) = ¢ | B, eine Bijektion, und wir miissen zeigen, dass (p(N))nNecr-Mod ein Morphismus
von Funktoren ist, also fiir jeden R-Homomorphismus ¢: N — N’ folgende Diagramm kommutativ
macht.

Homgp(M, N) "X, Abb(B, N)
HomR(J\/I,Lp)J lAbb(B,ap)
p(N)

Homp (M, N') 221 Abh(B,N')
Ist f € Hompg(M, N), so folgt
Abb(B, ¢)op(N)(f) = wop(N)(f) = po(f|B) = (¢of)| B = p(N')oHompg (M, )(f) -
3. Sei C die folgende Kategorie. Objekte sind Abbildungen j: B — N mit N € R-Mod. Fir

Objekte j: B— N und j': B— N’ in C definiert man Mor¢(j,5') = {f € Homgr(N,N’) | foj =j'}.
Dann ist (B <— M) und (B <— M’) initiale Objekte in C, also isomorph. O

Satz 2.2.7. Sei M ein R-Modul.

1. Sei E ein Erzeugendensystem von M. Dann gibt es einen R-Epimorphismus f: R¥®) — M. Ins-
besondere ist jeder (endlich erzeugte) R-Modul epimorphes Bild eines (endlich erzeugten) freien
R-Moduls.

2. Sei g: M — F ein R-Epimorphismus auf einen freien R-Modul F'. Dann gibt es einen R-Mono-
morphismus ¥: F — M mit goy =idp, und fiir jedes solche v ist M = Ker(g) + Bi() (dir).

BEWwEIS. 1. Definiere f: RY®) — M durch

f(()‘e)eEE) = Z Ae€ .

ecE

2. Sei (u;);cr eine R-Basis von F. Fiir i € I sei x; € M mit g(z;) = u;. Nach Satz 2.2.6.2 gibt es
genau einen R-Homomorphismus ¢: F — M mit ¢(u;) = x; fiir alle ¢ € I. Dann ist goy: F — F ein
R-Homomorphismus mit go(u;) = u; = idp(u;) fir alle ¢ € I. Daher ist goty = idp, und ¢ ist ein
Monomorphismus.

Sei nun ¢: F — M ein R-Homomorphismus mit got = idp. Nach Satz 2.2.1 ist zu zeigen:
M = Ker(g)+Bi(x)) und Ker(g)NBi(y) = 0. Fiir x € M ist g(z —og(x)) = g(x) — gopog(x) =0 und
daher z = [z —vog(x)] + ¥ (g(x)) € Ker(g) + Bi(). Ist z € Ker(g) N Bi(y)), so ist z = ¢(y) mit y € F,
und es gibt ein u € M mit y = g(u). Daher folgt 0 = g(z) = gotpog(u) = g(u) = y und daher x =0. O

Definitionen und Bemerkungen 2.2.8.

1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine (assoziative unitire) R-Algebra ist ein R-Modul A, gemeinsam
mit einer Multiplikation AxA — A, (a,b) — a-b = ab, so dass gilt :

Al. (A,+,-) ist ein Ring.
A2. Firalle A € Rund a, b€ Aist A(ab) = (Aa)b = a(\D).

Ist A eine R-Algebra, so ist £: R — A, definiert durch &(\) = Al4, ein Ringhomomorphismus, und fiir
alle A€ Rund a € Aist e(A)a = ae()\) [denn: Fiir alle A, p € Rund a € A ist

e(An) = (Ap)la = A(pla) = Ala(pla)] = (A1a)(pla) = e(N)e(p)
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und

e(Na= (Ala)a=A1aa) = Aala) =a(Ala) =ac(N)].

Sei umgekehrt A ein Ring und e: R — A ein Ringhomomorphismus, so dass e(A)a = ag(\) fiir alle
A€ Rund a € A. Dann ist A ein R-Modul und eine R-Algebra [nachrechnen!]. Man nennt € den
Strukturhomomorphismus der R-Algebra A und sagt auch, ¢: R — A ist eine R-Algebra. Insbesondere
ist jeder kommutative Oberring von R und jedes epimorphe Bild von R eine R-Algebra.

Seien e1: R — A; und e9: R — Ay R-Algebren. Ein R-Algebrenhomomorphismus f: Ay — Ao
ist ein Ringhomomorphismus mit foe; = g5 [Aquivalent: f ist ein Ringhomomorphismus und ein
R-Modulhomomorphismus]. Hompg a1g(A1, A2) bezeichne die Menge der R-Algebrenhomomorphismen
Ay — Ay, Damit wird R-Alg zur Kategorie.

Sind A; D R und As O R kommutative Oberringe, so ist ein Ringhomomorphismus f: A; — As genau
dann ein R-Algebrenhomomorphismus, wenn f| R = idg [denn: Ist f ein R-Algebrenhomomorphismus
und ¢ € R, so folgt f(c) = f(cl) = ¢f(l) =cl =c. Ist f|R =1idg, ¢ € Rund = € Ay, so folgt
flex) = f(o)f(z) = cf(x)].

Ist R ein Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus e: Z — R (gegeben durch e(m) = mlg
fiir alle m € Z). Damit wird R zur Z-Algebra, und es ist Z-Alg = Rg.

2. Sei R ein kommutativer Ring, B ein (multiplikatives) Monoid und A ein freier R-Modul mit Basis
B. Dann gibt es genau eine Verkniipfung -: Ax A — A, die A zur R-Algebra macht, so dass B C A ein
Teilmonoid ist. Diese ist gegeben durch

(beb) (ZAgb) :Z( 3 ;,2)1).

beB beB beB bi,b2eB
biba=b

Man nennt A = R[B] die Monoidalgebra, den Monoidring oder Halbgruppenring von B iiber R. Es
ist 1p =14, Rlp C A ist ein Teilring, und wegen Anng(lp) = 0ist ¢: R = Rlp, X — Mlp, ein
Ringisomorphismus. Identifiziert man R mit R1p vermdge ¢ (wofiir man natiirlich RN (A\ Rlg) =10
voraussetzen muss), so ist R C A ein Teilring, und man sagt, R ist in A eingebettet.

3. Ein multiplikatives [additives] abelsches Monoid F heifit frei abelsch mit Basis P, wenn jedes
b € F eine eindeutige Darstellung in der Form

b= H pr [b = Z Npp ] mit n, € Ng, n, =0 fiir fast alle p € P besitzt.
peP peP

N ist ein multiplikatives freies abelsches Monoid mit Basis P. Beziiglich komponentenweiser Addition
ist NSP) = {(np)pep | np € Ny, n, = 0 fiir fast allep € P} ein freies abelsches Monoid mit Basis
{e, | p € P}. Wie im Beweis von Satz 2.2.6 folgt nun, dass es zu jeder Menge B ein (bis auf kanonische
Isomorphie) eindeutig bestimmtes freies abelsches Monoid mit Basis B gibt.

Sei X = (X;);cr eine Familie paarweise verschiedener Objekte, [X] das freie abelsche Monoid mit Basis
{X;|ielI}, R[X]=R[(X;)iecr] die Monoidalgebra von [X] iiber R, und sei R in R[X] eingebettet.
Dann nennt man R[X] einen Polynomring in den Unbestimmten (X;);c; und die Elemente von
[X] Monome in X . Fiir jedes f € R[X] gibt es i1,...,4x € I mit f € R[X;,,...,X;,] [dabel ist
R[X;,,...,X;,] ein gewdhnlicher Polynomring in (X;,,...,X;,)]. Ist R ein Bereich, so ist auch R[X]
ein Bereich [denn: Sind f, g € R[X], so gibt es 41,...,i, € I mit f, g € R[X;,,...,X; ], und aus
fg=0folgt f =0 oder g =0].

Ist A eine kommutative R-Algebra und (z;);c; eine Familie in A, so gibt es genau einen R-Algebrenho-
momorphismus ¢z : R[X]| — A mit ¢,(X;) = z; fiir alle ¢ € I. Diesen erhélt man wie folgt :
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Fiir n = (n;)ser € N(()I) sein X" =[[,c; X{" und ™ =[],.; #}". Dann hat jedes f € R[X] eine
eindeutige Darstellung

f= Z cn X" mit ¢, € R, ¢, =0 fiir fast alle n € N(()I), und dann ist ¢ (f) = f(x)
'"ENSI) nENgI)

I
(]
$
8

3

Man nennt ¢, den FEinsetzungshomomorphismus. Insbesondere ist jeder kommutative Ring epimorphes
Bild eines Polynomringes Z[X] fiir eine geeignete Familie X = (X;);c; von Unbestimmten.

Sei A die folgende Kategorie: Objekte von A sind Abbildungen j: I — A der Menge I in eine
kommutative R-Algebra A. Fiir zwei Objekte ji: I — A; und jo: I — Ay in A sei

Mor a(j1,j2) = {¢ € Homp a1g(A1, A2) | ¢oji = ja}.
Dann ist j: I — R[X], definiert durch j(i) = X; fiir alle ¢ € I, ein initiales Objekt in A.

Definition und Satz 2.2.9. Sei M ein R-Modul und M* = Homg(M, R). Fir p € M* und A € R
sei pA: M — R definiert durch (pA)(x) = p(x)\ fir allex € M. Fir y € M seiy™: M* — R
definiert durch y** (@) = ¢(y) fir alle p € M*.

1. M*xR — M*, (p,A) — @), ist eine R-Rechtsmodulstruktur auf M*.

Der R-Rechtsmodul M* heit Dualmodul von M, und der R-(Links)-Modul M** = (M*)*
heift Bidualmodul von M.

2. Fir jedes y € M ist y** € M**, und die Abbildung [B: M — M**, definiert durch [(y) = y**,
ist ein R-Homomorphismus.

3. Sei M R-frei und (u;);er eine R-Basis von M. Firi e I sei uf € M* der (nach Satz 2.2.6.2
eindeutig bestimmte R-Homomorphismus mit w}(u;) = d;; fir alle j € I. Dann ist (u])ier
linear unabhdngig, B: M — M** st ein R-Monomorphismus, und fir alle f € M* gilt: Ist
{i € I| f(u;) #0} endlich, so folgt

F=upfu).
il
Ist insbesondere I endlich, so ist (u});er eine R-Basis von M* und 3 ist ein Isomorphismus.
In diesem Falle heifit (u]);cr die zu (u;);er duale Basis.

BeEwEIs. 1. Wir miissen zeigen:

a. Fiir alle p € M* und A € R ist auch oA € M*, d.h,, fir alle z, y € M und o € R gilt: 1)
(A (z +y) = (A () + (M) (y); 2) (N (ax) = a(eN)(x). Die Beweise sind einfach. Man
beachte: Die Abbildung Ap: M — R, definiert durch (Ap)(x) = Ap(x), ist im Allgemeinen kein
R-Homomorphismus.

b. Firalle o, v € M* und A\, p € Rgilt: 1) oA+ p) = oA+ ou; 2) (@+Y)A =X +¥X; 3)
o(A) = (pA)p; 4) @1 = . Der Nachweis erfolgt wertweise fiir alle x € M.

2. Wir miissen zeigen:

a. Fir alle y € M ist y** € M**, d.h., fir alle p, ¥ € M* und « € R gilt: 1) y™*(p+¢) =
() + y(¥); 2) y*™(pa) = y*™*(p)a. Das ist einfach nachzurechnen.

b. [ ist ein R-Homomorphismus, d. h., fiir alle z, y € M und e € R gilt: 1) (z+y)*™ = 2™ +y**;
2) (ay)*™* = ay*™*. Der Nachweis erfolgt wertweise fiir alle ¢ € M*. Man beachte: M* ist ein
R-Rechtsmodul, und daher ist (ay)**(p) = ay*™(p) fir alle p € M*.

3. Sei (A;)icr eine Familie in R und A; = 0 fiir fast alle ¢ € I. Aus

Zuf)\izoeM* folgt Oz(Zuf)\i)(uj)z)\j fiir alle j € 1.

icl el
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Daher ist (u});es linear unabhéngig. Ist
x = Z Aiu; € Ker(83), so folgt 0=z (uj) =uj (Z )\iui) =); firalle jel, also x=0.
iel i€l
Sei nun f € M* und f(u;) = 0 fir fast alle ¢ € I. Fiir alle j € I ist dann
(Z u:‘f(ul))(uj) = f(u;) und daher Zuff(uz) =f.
icl iel

Sei nun I endlich. Dann ist M* = g({u} | i € I}) und daher (u});cs eine Basis von M*. Fiir alle ¢, j € I
ist u;*(u}) = uj(u;) = d; ;. Daherist (uj*)ier die duale Basis von (u]);er und § ein Isomorphismus. [J

Bemerkung und Definition 2.2.10. Sei g: M — N ein R-Homomorphismus und g¢*: N* — M*
definiert durch g¢'(¢) = ¢@og. Man nennt ¢g* die Transponierte von g. g¢' ist ein R-Rechtsmodulho-
momorphismus, und fiir jeden R-Homomorphismus h: N — P ist (hog)' = gtoh': P* — M* (alles
nachrechnen!). Damit wird M — M*, g— ¢g' zu einem kontravarianten Funktor R-Mod — Mod-R.

2.3. Existenz und Maichtigkeit von Basen

Satz 2.3.1. Sei R ein Divisionsring und X ein R-Vektorraum.
1. Set W ein R-Erzeugendensystem von X und B C W. Dann sind dquivalent :
(a) B ist eine R-Basis von X.
(b) B ist eine mazimale R-linear unabhingige Teilmenge von W.
(¢) B ist ein minimales R-Erzeugendensystem von X.

2. Sei W ein R-Erzeugendensystem von X und B C W eine R-linear unabhdngige Teilmenge.
Dann gibt es eine R-Basis B* von X mit BC B* C W.

3. X besitzt eine R-Basis, und je zwei R-Basen sind gleichmdchtig. Genauer gilt:

Ist B eine R-Basis von X, By C X R-linear unabhdngig und By ein R-Erzeugendensystem von
X, so folgt |Bo| < |B| < |Bj].

Satz 2.3.1 folgt mit dem untenstehenden allgemeinen Basissatz fiir Hiillenoperationen (Satz 2.3.5).

Definition 2.3.2. Sei X eine Menge. Eine Abbildung h: P(X) — P(X) heifit Hillenoperation,
wenn fiir alle Z, Z' € X und alle u, v € X gilt:

H1. Z C h(Z).
H2. Aus Z C h(Z’) folgt h(Z) C h(Z').
H3. h(Z)=J{h(E) | E C Z endlich }.
H4. Ist v € h(ZU{u}) \ h(Z), so folgt u € h(Z U {v}).
Sei h: P(X) — P(X) eine Hiillenoperation. Eine Teilmenge Z C X heift
e h-unabhdngig, wenn h(Z') C h(Z) fir alle Z' C Z;
e ein h-Erzeugendensystem, wenn X = h(Z);

23

e ecine h-Basis (von X ), wenn Z ein h-unabhéngiges h-Erzeugendensystem ist.

Bemerkung 2.3.3. Sei R ein Divisionsring und X ein R-Vektorraum. Dann ist h: P(X) — P(X),
definiert durch h(Z) = g(Z), eine Hiillenoperation, und fiir Z C X gilt:

e 7 ist h-unabhangig <= Z ist R-linear unabhingig.
e 7 ist ein h-Erzeugendensystem <= X = g(Z).
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e 7 ist eine h-Basis <= Z ist eine R-Basis von X.
Die Beweise sind offensichtlich. Wir zeigen exemplarisch H4. Ist v € h(Z U {u}) \ h(Z), so folgt

v:Z)\Zz—i—)\u mit A, A€ R, A\, =0 firfastallez € Z, X#0,
z€Z
und daher
u=> (-A'A\)z+ A v eh(ZU{v}).
z€Z

Lemma 2.3.4. Sei X eine Menge und h: P(X) — P(X) eine Hillenoperation.

1.Ist Z C Z' C X, soist h(Z) C h(Z'), hh(Z)) = h(Z), und aus Z C h(Z'\ Z) folgt
h(Z')=h(Z'\ Z2).

2. Z C X ist genau dann h-unabhdngig, wenn w ¢ h(Z\ {u}) fir alleu e Z.

3. Ist Z C Z' C X und ist Z' h-unabhdngig, so ist auch Z h-unabhdngig.

4. Ist S C P(X) eine Kette (beziglich C), so ist h(UJS) = U{h(B) | B € S}, und es gilt: Ist
jedes B € 8 h-unabhdngig, so ist auch |JS h-unabhingig.

5. (Austauschsatz) Sei E C X endlich und h-unabhingig, F C X und E C h(F). Dann gibt es
eine Teilmenge Fy C F mit |Fy| = |E| und h(EUF\ Fy) = h(F). Insbesondere folgt |E| < |F|.

BEWEIS. 1. Ist Z C Z' C X, so folgt Z C Z' C h(Z') nach H1 und daher h(Z) C h(Z’) nach H2.
Aus h(Z) C h(Z) folgt h(h(Z)) C h(Z) nach H2, und nach H1 gilt Gleichheit. Ist Z C h(Z'\ Z), so
ist Z/=(Z'\Z)UZ Ch(Z'\ Z) und daher h(Z') C h(Z'\ Z) C h(Z").

2. Ist w € Z und u € h(Z \ {u}), so folgt h(Z) = h(Z \ {u}), und daher ist Z nicht h-unabhéngig.
Ist Z nicht h-unabhéngig, so gibt es eine Teilmenge Z’ C Z mit h(Z’) = h(Z), und fiir u € Z \ Z’ folgt
weh(Z)=h(Z") Cch(Z\ {u}).

3. Ist Z C Z/ C X und Z nicht h-unabhéngig, so gibt es ein u € Z mit u € h(Z\ {u}) C h(Z"\ {u}).
Daher ist auch Z’ nicht h-unabhéngig.

4. Ist € h({JS), so gibt es nach H3 eine endliche Teilmenge E C |JS mit z € h(E), und da S
eine Kette ist, gibt es ein B € S mit £ C B und folglich = € h(B).

Sei nun jedes B € S h-unabhéngig und u € |JS. Sei By € § mit u € By. Dann ist u ¢ h(By \ {u}).
Ist B € S beliebig, so ist B C By oder By C B. Im ersten Fall ist u ¢ h(B \ {u}), im zweiten Fall ist
u € B und daher ebenfalls u ¢ h(B\ {u}). Daher folgt u ¢ J{h(B\ {u} | B€ S} =h(US\ {u}).

5. Induktion nach |E|. Im Falle £ = ) ist nichts zu zeigen. Sei also v € E und E’ = E'\ {v}. Dann
gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Teilmenge Fj) C F mit |F{| = |E’'| und h(E'UF\ F}) = h(F).
Daher ist v € h(E' U F'\ F}}), es gibt eine endliche Teilmenge G C E' U F \ Fjj mit v € h(G), und es sei G
minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist G ¢ E’ und daher GN (F\ F}) # 0. Sei nun v € GN (F \ FY),
Go = G\ {u} und Fy = FjU {u}. Dann ist |Fy| = |E|, und wegen v € h(Go U {u}) \ h(Gy) folgt nach
H4 v e h(GoU{v}) Ch(EUF\Fp), denn GoU{v} C [E'UF\ (FfU{u})]U{v} = EUF\ F}. Folglich
ist h(F)=h(E'UF\ F}) Ch(FEUF\ F})=h(EUFU{u}\ Fy) =h(EUF\ Fp). O

Satz 2.3.5. Sei X eine Menge und h: P(X) — P(X) eine Hillenoperation.
1. Sei W ein h-Erzeugendensystem von X und B C W. Dann sind dquivalent :
(a) B ist eine h-Basis.
(b) B ist eine mazximale h-unabhdngige Teilmenge von W.
(¢) B ist ein minimales h-Erzeugendensystem von X.

2. Sei W ein h-Erzeugendensystem von X und B C W eine h-unabhdngige Teilmenge. Dann gibt
es eine h-Basis B* mit BC B* C W.
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3. X besitzt eine h-Basis, und je zwei h-Basen sind gleichmdchtig.
Genauer gilt: Ist B eine h-Basis, By C X h-unabhdngig und By ein h-Erzeugendensystem von
X, so folgt |Bo| < |B| < |Byl.

BEWEIS. 1. (a) = (b) Als h-Basis ist B h-unabhéngig. Ist B’ 2 B, so folgt X = h(B) C h(B’) C X,
also h(B) = h(B’) und daher ist B’ nicht h-unabhéingig.

(b) = (c) Wir zeigen W C h(B). Dann folgt X = h(W) C h(B), also X = h(B), und fiir jede echte
Teilmenge B’ C B ist h(B’) C h(B). Angenommen, es gibt ein z € W\ h(B). Dann ist z ¢ B, also BU{z}
nicht h-unabhéngig, und daher gibt es ein u € BU {z} mit u € h(BU {z} \ {u}). Wegen z ¢ h(B) ist
u# z, also u € B. Daher ist w € h(BU{z}\ {u})\h(B\{u}), und es folgt z € h(B\{u}U{u})=h(B).

(c) = (a) Ist B nicht h-unabhingig, so gibt es eine echte Teilmenge B’ C B mit h(B’) = h(B) =X
im Widerspruch zur Minimalitat von B.

2. Die Menge Q = {B’ C W | B’ ist h-unabhingig, und B C B’} ist induktiv geordnet nach
Lemma 2.3.4.4 und besitzt nach dem Zorn’schen Lemma ein maximales Element B*. Dieses ist nach 1.
ein h-Basis von X.

3. Die Existenz einer h-Basis folgt aus 2. mit B = und W = X. Als Néchstes zeigen wir:
A. Ist B eine h-Basis, By C X h-unabhéngig, und ist entweder B oder By endlich, so folgt
|Bo| < [B.

B. Sind B und B’ h-Basen, so folgt |B| = |B’|.

Seien A und B gezeigt. Sei B eine h-Basis, By C X eine h-unabhingige Menge und B; ein h-
Erzeugendensystem. Nach 2. gibt es h-Basen B{, und Bf von X mit By C Bj, und Bj C By, und nach
B. ist |Bol < |By| = |B| = |B}| < |B|.

Beweis von A. Ist By endlich, so folgt |Bp| < |B| aus Lemma 2.3.4.5 wegen By C X = h(B). Ist
B endlich, so folgt |B;| < |B] fiir jede endliche Teilmenge B; C By, und daher auch |By| < |B].

Beweis von B. Es geniigt, |B| < |B’| zu zeigen. Ist B’ endlich, so folgt die Behauptung aus A. Seien
also B’ unendlich. Fiir b € B’ sei B, C B endlich mit b € h(B,) und B* = (J{B, | b € B’} C B. Fur
b € B’ ist dann b € h(Bp) C h(B*) und daher folgt X = h(B’) C h(B*), also h(B*) = X. Nach 1. ist B
ein minimales h-Erzeugendensystem von X und daher B = B*. Daher folgt |B| = |B*| < |B'|w = |B’|
nach Satz 1.3.7. ]

Satz 2.3.6. Sei M ein R-Modul und E C M mit M = p(E).
1. Sei (M; # 0),¢c; eine unendliche Familie von R-Moduln, so dass
M= @Mi = (E). Dann ist |E|> |I|.
iel
2. Seien B, B R-Basen von M. Ist B unendlich, so folgt |B| = |B’'| < |E|.

3. Sei B eine R-Basis von M. Dann ist |M| = |R|'Pl, falls B endlich ist, und |M|= max{|R|, |B|}
sonst.

4. Sei (u;);er eine R-Basis von M und a < R. Dann hat jedes x € aM eine eindeutige Darstellung
T = Zciui mit ¢; €a, ¢; =0 fur fast allei eI,
iel
und M/aM ist ein freier R/a-Modul mit Basis (u; +aM)icy.
5. Sei R kommutativ, und seien B und B’ R-Basen von M. Dann ist |B| = |B’'|.
BEWEIS. 1. Fir = (2;)ier € M sei supp(z) = {i € I | x; # 0} C I, und diese Mengen sind endlich.

Dann ist I = (J{supp(z) | x € E'}, I ist unendlich, und daher ist auch E unendlich. Aus Satz 1.3.7
folgt |I| < |E|w = |E|.
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2. Wegen M = R kénnen wir M = R®) annehmen. Dann folgt |E| > |B| aus 1. Insbesondere
ist |B’| <|B|und |B| < |B’|, also |B| = |B’|.

3. Wir kénnen wieder M = R®) annehmen. Ist B endlich, so ist M = R(®) = R und |M| = |R|IB.
Sei nun B unendlich. Dann ist auch M unendlich und daher |M| = |M \ 0]. Sei P* die Menge aller
endlichen nicht-leeren Teilmengen von B. Nach Satz 1.3.8 ist |B| = |P* U {0}| = |P*| + 1 = |P*|. Fur
J € P* sei

My ={(x)oep € M |z, #0 <> be J}, also |[My|=[R*|" und M\0 = | J{M,|JeP*}.

(My)jep~ ist eine Familie paarweise disjunkter nicht-leerer Mengen. Ist R endlich, so folgt 1 < |M;| < w
fir alle J € P*. Nach Satz 1.3.7 ist |B| =|P*| < |M \ 0| < |P*|lw = |B|, also |M|=|M\O0|=|B|. Ist
R unendlich, so ist |My| = |R*| = |R| fiir alle J € P* und daher

|M| = [M\ 0] = [R|[P"| = |R||B| = max{|R], |B[}.
4. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt aus Korollar 2.2.4. Sei z € aM. Dann ist
x:Z)\Va,, mit n€N, A\, €a und a, € M.

v=1

Jedes a, hat eine Darstellung

a, = Z Aipu; mit A, €R, X, =0 fiirfastalleiel,

icl
es folgt
T = Z(Z >‘V)‘1',l/)ui7 und esist Y A\, €a firalleie .
i€l v=1 =1

Die Abbildung M — M/aM, z+— x+ aM, ist ein R-Epimorphismus, und daher ist (u; + aM);c; ein
R-Erzeugendensystem von M /aM. Sei nun

> Xi(ui+aM)=0€e M/aM mit X € R/a, \; =0 fiir fast alle i€ 1.
iel
Dannist A; = \; +a mit \; € R und \; = 0 fiir fast alle i € I, und es folgt

O:ZXi(ui+aM):Z>\iui+aM, also Z/\iui € abM ,
i€l iel iel
und (nach 1.) \; € a, also \; = 0 fiir alle i € I. Daher ist (u; + aM);c eine R/a-Basis von M/aM.

5. Ist R kommutativ, so gibt es nach dem Krull’schen Existenzsatz (siehe den nachfolgenden Satz
2.3.7) ein maximales Ideal m < R. Ist n: M — M/mM der kanonische Epimorphismus, so sind nach
4. die Familien (7(b))pep und (7(b))pep: R/m-Basen von M/mM. Aber R/m ist ein Kérper, und daher
folgt |B|=|B’| nach Satz 2.3.1. O

Satz 2.3.7 (Krull’scher Existenzsatz fiir Primideale). Sei R kommutativ, a < R, () # T C R eine
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge mit TNa=0 und Q={b<<R|aCb, bNT =0}.
Dann besitzt Q (beziiglich C) mazimale Elemente, und jedes mazimale Element von Q ist ein Primideal.
Insbesondere besitzt R maximale Ideale, und jedes Ideal a # R ist ein einem mazimalen Ideal von R
enthalten.

BEWEIS. (€, C) ist induktiv geordnet und besitzt daher nach dem Zorn’schen Lemma maximale
Elemente. Sei p € Q maximal, alsop < R, a C p und pNT = . Sind dann a, b € R\ p, soist p+aR ¢ Q
und p + bR ¢ Q. Daher existieren p, ¢ € p und z, y € R mit p+ax € T und ¢ + by € T. Dann folgt
(p+ azx)(q+ by) = (pq + pby + axq) + vy € T, und wegen pq + pby + axq € p ist xy ¢ p. Daher p ein
Primideal.
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Mit a =0 und T'= R* folgt die Existenz maximaler Ideale. Ist a # R ein Ideal von R, so folgt die
Existenz eines a umfassenden maximalen Ideals mit 7' = R*. O

2.4. Matrizenrechnung

Definitionen und Bemerkungen 2.4.1. Seien m, n € N. Fiir eine Menge C sei M,, ,(C) die
Menge der (m,n)-Matrizen iiber C' und My, (C) = My, 1o (C). Ist A = (au,0)pucii,m), velin] € Mmn(C),
so schreiben wir auch A, , = a,, und definieren die zu A transponierte Matrix A* € M,, ,,,(C) durch
(AY), = A, fir alle (v, p) € [1,n]x[1,m].

Ist C eine additive abelsche Gruppe, so ist My, ,(C) beziiglich der komponentenweisen Addition eine
zu C™" isomorphe abelsche Gruppe, es sei 0,,, € M, ,(C) die (m,n)-Nullmatrix. M,, ,(R) mit
komponentenweiser Skalarmultiplikation ist ein freier R-Modul vom Rang mn, und es sei I, € M, (R)
die n-reihige Einheitsmatrix.

Sei E ein R-Rechtsmodul. Fiir m,n,q¢ € N, A € My, »(F) und X € M, 4(R) definiert man AX €
My o(E) durch

n
(AX)p, = Z Ay uX,, firalle pell,m] und pell,q].
v=1

Fiir diese Matrizenmultiplikation gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze. Insbesondere ist M, (R)
ein Ring mit Eins I,,, und die Abbildung A + A! definiert einen Isomorphismus M, (R)°® = M,,(R°P).
Es sei GL,(R) = M, (R)*. Ist A € GL,(R), so ist auch A* € GL,(R), und (A"~ = (A~1)t Ist R
kommutativ, so ist M, (R) eine R-Algebra.

Ist f: R— R’ ein Ringhomomorphismus, so ist M, (f): M, (R) — M, (R') ein Ringhomomorphismus,
und damit wird M,,: Rg — Rg zum Funktor.

Satz 2.4.2. Sein € N, E ein freier R-Rechtsmodul und uw = (uq,...,un) € My ,(E) eine R-Basis
von E.
1. Istm e Nund v = (v1,...,0m) € My (E), so gibt es genau eine Matriz A € M, ,,,(R) mit
v =uA.

2. Ist A € M(R) und v = uA € My,(E), so ist v genau dann eine R-Basis von E, wenn
AeGL,(R).

BeEweIs. 1. Nach Korollar 2.2.4 gibt es zu jedem p € [1,m] eindeutig bestimmte Ay ,,,..., A, , € R
mit
m
v, = Z uy Ay, und A= (A, )ve,n], nei,m) ist die eindeutig bestimmte Matrix mit v = wA.
v=1

2. Sei v eine R-Basis von E. Nach 1. gibt es eine Matrix A’ € M,,(R) mit © = vA’. Damit folgt
u=uAA und v = vA’A, und wegen der Eindeutigkeit in 1. ist AA’ = A’A = 1,, also A € GL,,(R).

Sei nun A € GL,(R). Dann ist u = vA~!, also {u1,...,u,} C g(vi,...,v,) und daher v ein
Erzeugendensystem von R. Seien nun Aq,..., A, € Rmit 0 = vy A1 +...+ v, A\, und sei X = (Aq,..., \p)"
Dann folgt 0 = v = u(AX), also AX = 0,,; und daher A = A710,,1 = 0,, 1. O

Definitionen und Bemerkungen 2.4.3. Sei F ein freier R-Rechtsmodul mit Basis u = (ug,. .. ,uy,),
F ein freier R-Rechtsmodul mit Basis v = (vy,...v,), f € Homg(E, F) und f(u) = (f(u1),..., f(un)).
Nach Satz 2.4.2 gibt es genau eine Matrix Moy, (f) € Mpn(R) mit f(u) = vMyo(f). Man nennt
My (f) die Matriz von f beziiglich des Basispaares (u,v). Die Abbildung

My Homp(E, F) — M, ,,(R)
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ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen [denn: Offensichtlich ist M, , ein Homomorphismus, und
zu jedem A € M, (R) gibt es nach Satz 2.2.6.2 genau einen R-Homomorphismus f: E — F mit
f(u) =vA]. Ist R kommutativ, so ist M, , ein R-Isomorphismus.

Sei u' eine weitere R-Basis von F und v’ eine weitere R-Basis von F. Dann gibt es nach Satz 2.4.2
Matrizen S € GL,(R) und T € GL,,(R) mit v’ = wS und v’ = vT, und es folgt

fu') = f(u)S = v My (f)S = v’Tﬁl./\/luﬂ,(f)S und daher M,y o (f) = Tfl./\/lu,v(f)S.

Zwei Matrizen A, B € M,;, ,(R) heiflen dquivalent, A ~ B, wenn es Matrizen U € GL,,(R) und
V € GL,(R) gibt mit B =UAV. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M,, ,(R), und die Aquivalenzklasse
von My, »(f) ist durch f eindeutig bestimmt.

Sei ¢ € N, G ein freier R-Rechtsmodul mit Basis w = (w1,...,ws) und g € Homg(F,G). Dann folgt
(gof)(u) = g(vMu,v(f)) = g(v)Mu,v(f) = WMoy o (Q)Mu,v(f) und daher

Mu,w(gof) = MU,W(Q)MU,’U(f) :

Ist f € Endg(E), so ist My(f) = Myu(f) € Mp(R) und My (f) = ST*M,(f)S. Die Abbildung
My Endg(E) — M, (R) ist ein Ringisomorphismus (und sogar ein R-Algebrenisomorphismus, falls R
kommutativ ist).

Man beachte: Ist E ein R-Linksmodul, so ist E ein R°P-Rechtsmodul und M,,: Endg(E) = M,,(R°P).
Zwei Matrizen A, B € M,,(R) heiflen dhnlich, A ~ B, wenn es eine Matrix U € GL,(R) gibt mit
B=U1AU. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M, (R). Ist f € Endg(FE), so ist die Ahnlichkeitsklasse
von M, (f) durch f eindeutig bestimmt.

Definitionen und Bemerkungen 2.4.4. Sei R kommutativ und n € N. Fiir A € M,,(R) definiert
man die Determinante durch

det(A) = Z SgH(U)A17U(1)A27U(2) et An,a(n) .
ccG,

Dann gelten alle aus der Linearen Algebra iiber Korpern bekannten Rechenregeln fiir Determinanten
(fiir die man nicht dividieren muss) [Beweisskizze: Ist R ein Integrititsbereich, so bette man R in
seinen Quotientenkdrper K ein und rechne in K. Ist R beliebig, so gibt es nach Bemerkung 2.2.8.3 einen
Bereich D = Z[X] und einen Ringepimorphismus f: D — R. Dieser induziert einen Ringepimorphismus
M, (f): M (D) — M, (R), und fir alle C € M, (D) ist det(M,(f)(C)) = f(det(C)), und mittels f
iibertragen sich alle Determinantenrechenregeln von D auf R].

Fiir eine Matrix A € M,,(R) und i, j € [1,n] bezeiche A%* € M,,_1(R) die Matrix, welche aus A durch
Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte entsteht. Definiert man die adjungierte Matriz A% von
A durch

(A#); ;= (—1)"7 det(A7"), sofolgt AA# = A% A =det(A)I,.
Fir A, B € M, (R) ist det(AB) = det(A) det(B), und genau dann ist A € GL,(R), wenn det(A) € R
(dann ist det(A)~! = det(A~1)). [Beweis: Ist A € GL,(R), so folgt 1 = det([,,) = det(A) det(A~1).
Ist det(A) € R* und A’ = det(A)~! A¥ so folgt AA' = A/A=1,].

Lemma 2.4.5. Sei R kommutativ, n € N, seien by,...,b,,b € M, 1(R) und a1,...,a, € R. Dann
18t

det(b1 + O[lb, .. .,bn + O[nb) = det(bl, ey bn) + ZO@ det(bl, .. .,bl‘,l, b, bi+1, .. ,bn) .

i=1
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BEWEIS. Wir zeigen durch Induktion fiir alle j € [0, n]

J
det(b1 + agb,.. .,bj + ajb, bj+1, ey bn) = det(bl, ey bn) + ZO[Z' det(bl, coybiz1,b, b4, ,bn) .
i=1

Fiir j = 0 ist nichts zu zeigen.
jeOn—1], j — j+1 : Wegen der Linearitdt der Determinante in den Spalten und unter
Benutzung der Induktionsvoraussetzung ist
det(b1 + qu, ey bj+1 + O(j+1b, bj+2, ey bn)
= det(b1 -+ O[lb, ceey bj + Oljb7 bj+1, ey bn) + Q541 det(b1 + alb, ey bj -+ ajb, b, bj+2, ey bn)

J
=det(by,...,by) + Y _a;det(by,...,bi_1,b,bis1,... by)
=1

J
+aji {det(bl, b biba, b))+ > g det(by, . bisy, by by, by b b, .,bn)}

i=1
Jj+1
=det(by,...,by) + Y _a;det(by,...,bi_1,b,bis1,...,by)
i=1
(denn die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten verschwindet). g

Definition 2.4.6. Sei R kommutativ, M = g{(x1,...,x,) ein endlich erzeugter R-Modul und k¥ € N.
Sei m € N. Eine (m,n)-Matrix A = (A..)uen,m],veit,n] € Mmn(R) heiBt Relationenmatriz von
(1,...,2n), wenn Ay 121+ ...+ A, pnxn =0 fiir alle p € [1,m].
Ein Element § € R heifit Relationendeterminante der Ordnung k von (x1,...,2,), wenn § die Determi-
nante einer k-reihigen Untermatrix einer Relationenmatrix von (x1, ..., xy,) ist. Fg(z1,...,z,) bezeichne
die Menge aller Relationendeterminanten von (z1,...,x,). Offensichtlich ist jedes 6 € Fy(x1,...,2n)
eine k-reihige Unterdeterminante einer Relationenmatrix A € My, ,,(R).
Fiir k € [0,n — 1] sei Fx(M) = g{(Fn_i(x1,...,2,)), und fiir k > n sei Fp(M)= R [die Ideale Fy(M)
héngen nur von M und nicht vom Erzeugendensystem (z1,...,x,) ab, siehe Satz 2.4.7]. Das Ideal Fy,
heiflt k-tes Fittingideal von M.

Satz 2.4.7. Sei R kommutativ und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist die Folge der
Fittingideale (Fi(M))k>0 unabhdngig von dem der Definition zugrunde liegenden Erzeugendensystem,
und fiir alle k > 0 ist F(M) C Fr1(M).

BEWEIS. Sei M = r(21,...,%y), k€ [l,n—1und § € Fry1(x1,...,2,). Dann ist § eine (k + 1)-
reihige Unterdeterminante einer Relationenmatrix von (x1,...,2,). Entwickelt man diese nach einer
Zeile, so folgt § = A\1d1 + ... + Agr10k+1 mit k-reihigen Unterdeterminanten §; € Fi(x1,...,2,) und
A; € R. Damit erhalten wir

R<Tk+1(x1, . ,xn)> C R(]:k(ml, A ,xn)>

und (sobald die Unabhéngigkeit vom Erzeugendensystem gezeigt ist), Fp_r_1(M) C F,_x(M), also
Fo(M) CFi(M) C...CF,(M)=R.
Es gentigt daher, die folgende Behauptung zu zeigen.
A. Sei M = g(z1,...,2y) und x, 41 € M. Dannist g(F1(z1,...,Zn41)) = R, und fiir alle k € [1, n]
ist p{Fr(z1,...,2n)) = R{(Frt1(T1,. - s Tny1))-
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Beweis von A. Sei x,41 = aqx1 + ...+ apx, mit aq,...,a, € R. Dann ist (—aq,...,—a,,1) €
M1 n4+1(R) eine Relationenmatrix von (z1,...,2p+1) und daher 1 € Fi(z1,...,Zn41)-

Sei nun k € [1,n].
1) Fi(z1,..,2n) C R{Fkg1(z1,. .., Tnt1)): Sei d € Fr(x1,...,2y), A E Mg, (R) eine Relationen-
matrix on (z1,...,z,) und A’ € Mg (R) eine k-reihige Untermatrix von A mit 6 = det(A’). Sei

Y a 1 .
A= <A 0k,1> € Mit1pnt1(R) mit o= (—aq,...,—ay).
Dann ist A eine Relationenmatrix von (21,...,2Zns1) und hat eine (k + 1)-reihige Untermatrix der Form

_ /

N=(% 1 mit einem k-gliedrigen Teilvektor &’ von a.
A 0p

Daher ist 6 = det(A’) = £ det(A) € g(Frgr (21, Zns1)).

2) Frt1(x1, oy Tny1) C g{Fr(z1,...,2,)): Sei d € Fry1(x1,...,2,41) eine (k + 1)-reihige Unter-
determinante der Relationenmatrix A = (Ay.) e k41, vet,n41] € Mit1nr1(R) von (21,. .., 2nq1). Fiir
vel[l,n+1]sei Ay = (Ap,..., Agt1,0)" die v-te Spalte von A. Dann ist

n+1
0= Z Az/xu Z A vTy + An+1 Zauwu = Z A + al/A’l’LJrl)‘rl/ ’
v=1 v=1
und daher ist (A1 + 1 Any1,. .., Ay + anpt1) € Mg (R) eine Relationenmatrix von (z1,...,%,).
Wir zeigen nun zunéchst :
[¥] Furalle 1<i; <...<ip<mn ist det(A;,..., N, Ant1) € R(Fr(x1,...,2n)).

Durch elementare Spaltenumformungen und Entwicklung nach der letzten Spalte folgt

k+1
D = det(Ail, .. 7Aik’An+1) = det(Ail =+ ailAn+17 .. Azk + Otzk n+1, n+1 Z )\p n+16

Dabei sind =£6, k-reihige Unterdeterminanten der Matrix (A1 + aiAny1,..., Ay + anApg), also
+0, € Fi(z1,...,2y), und es folgt D € Fy(z1,...,2,), also [*].

Selen nun 1 <wv; <... <y <n+1mit §=det(Ay,,..., Ay, ).
FALL 1: vp41 =n+ 1. Dann ist 6 € g(Fi(z1,...,x,)) nach [*].
FALL 2: vg41 <n+ 1. Dann ist £ < n und
A =det(Ay, + ap, Apgr,- - Ay F o Angr) € Frpa (2, .. 20) C r(Fi(21, ..., 20)) -
Nach Lemma 2.4.5 ist

k+1 k+1
A =det(Ay,, . Ay )+ Y an det(Auy, o Ay Ay, Ay Ay ) =0+ ) o6
i=1 j=
und nach [] ist §; € g{(Fr(x1,...,2,)) fiir alle ¢ € [1,k + 1]. Daher folgt § € g(Fr(x1,...,Tn)). a

Satz 2.4.8. Sei R kommutativ,n € N, M = Rz1+...4+ Rz, (dir) ein R-Modul mit z1,...,z, € M
und dy,...,d, € R, so dass diRD daR D ... D d,R und Anng(z;) = d;R fir alle i € [1,n]. Fir alle
j € Ng st dann

Fi(M)=di-...-dp—jR, fallsj<n, und F;(M)=R, fallsj>n.
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BEWEIS. Nach Definition ist F;(M) = R fiir alle j > n. Sei also j € [0,n —1], k = n — j,
§ € Fr(wr,- o y2n), A= (Auw)ueitm],veiin] € Mmn(R) eine Relationenmatrix von (z1,...,2,) und
d = det(A’) mit einer k-reihigen Untermatrix A’ von A. Fiir alle pp € [1,m] ist A\, 1z1+...+ A, n2n =0,
und daher ist A, ;x; = 0, also A\,; € d;R fiir alle ¢ € [1,n]. Damit folgt § € d,, - ... d,, R mit
Indizes 1 < vy < ... < vy < n, und daher § € dy - ... - dipR. Nun ist aber auch die Diagonalmatrix
diag(dy,...,d,) eine Relationenmatrix von (z1,...,2,), also dy - ... - dy € Fi(z1,...,2,), und daher
folgt FJ(M):R<fk($1,,xn)>=d1dkR (Il

2.5. Noethersche Moduln und Ringe

Definition und Satz 2.5.1. Fir einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Jede nicht-leere Menge von R-Untermoduln von M hat ein mazimales Element.

(b) Jede aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M wird stationdr [ d. h., fir jede Folge (M;)i>o
von R-Untermoduln von M mit My C My C My C ... gibt es ein m € N, so dass M, = M,,
fir alle n > m].

(¢) Jeder R-Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Erfillt M obige Bedingungen, so heifit M noethersch. Der Ring R heiflt linksnoethersch, wenn gR ein
noetherscher R-Modul ist [dquivalent: Jedes Linksideal von R ist endlich erzeugt]. R heiit rechts-
noethersch, wenn R°P linksnoethersch ist [dquivalent: Jedes Rechtsideal von R ist endlich erzeugt].
R heiflt noethersch, wenn R links- und rechtsnoethersch ist.

BEWEIS. (a) = (b) Offensichtlich.

(b) = (¢) Durch Widerspruch. Sei N C M ein nicht endlich erzeugter Untermodul und P¢(N) die
Menge der endlichen Teilmengen von N. Fiir jede endliche Teilmenge £ C N ist dann g(E) C N, und
nach Satz 1.1.10 gibt es eine Funktion ® mit D(®) = P¢(N) und P®(E) € N \ g(F). Sei die Folge
(an)n>0 in N rekursiv definiert durch ag = ®(0) und a,+1 = ®({ao,...,a,}) fur alle n > 0. Dann ist
(r{ao, - --,an))n>0 eine nicht abbrechende aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M.

(c) = (a) Sei Q eine nicht-leere Menge von R-Untermoduln von M. Nach Satz 1.2.13 geniigt es,
zu zeigen: Jede Kette in Q hat eine obere Schranke. Sei & C Q eine Kette und L = (JS. Dann ist
L C M ein R-Untermodul, und wir zeigen L € Q. Nach (c) ist L = g(FE) mit einer endlichen Menge F,
und da S eine Kette ist, gibt es ein N € S mit £ C N. Dann ist aber N C L = g(FE) C N und daher
L=NecSc O

Satz 2.5.2. Sei M ein R-Modul.
1. Sei M — M’ ein R-Modulepimorphismus und M mnoethersch. Dann ist auch M’ noethersch.

2. Set N C M ein R-Untermodul. Genau dann ist M noethersch, wenn N und M/N beide noe-
thersch sind. Allgemeiner gilt: Ist 0 — M' — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von
R-Moduln, so ist M genau dann noethersch, wenn M’ und M" beide noethersch sind.

3. Iss neNund M =M &...&M, mit R-Moduln M, ..., M,, soist M genau dann noethersch,
wenn alle M; noethersch sind.

BEWEIS. 1. Sei (N});>0 eine aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M’. Dann ist (f~!(N/))i>o
eine aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M, und es gibt ein m € N, so dass f~1(N}) = f~1(N}))
fiir alle i > m. Damit folgt N/ = f(f~"(N/)) = f(f~(N},)) = N}, fiir alle i > m.

2. Ist M noethersch, so ist N noethersch nach Definition und M /N noethersch nach 1. Seien also
N und M/N beide noethersch, und sei (M;);>o eine aufsteigende Folge von R-Untermoduln vo M.
Dann ist (M; N N);>o eine aufsteigende Folge von R-Untermoduln von N und ((M; + N)/N);>o eine
aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M/N. Daher gibt es ein m € N, so dass M; "N = M,, N N
und (M; + N)/N = (M,, + N)/N fiir alle i > m. Wir zeigen M; C M,, (also M; = M,,) fiir alle
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t>m. Seit>mund z € M;. Dann ist x + N € (M; + N)/N = (M, + N)/N, und daher gibt es ein
y € M,, mit z —y € N. Dann ist aber z —y € M; "N = M,,, N N uns daher z = (x — y) +y € M,,.

3. Es gentigt, die Behauptung fiir n = 2 zu beweisen (dann folgt der allgemeine Fall durch Induktion).
Sei m: M — My die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann ist Ker(w) = M; und My =2 M /Ker (7).

Nach 2. ist M genau dann noethersch, wenn Ker(7) und M /Ker(7) noethersch sind, wenn also M; und
M beide noethersch sind. O

Satz 2.5.3. Sei R linksnoethersch.
1. Jeder endlich erzeugte R-Modul ist noethersch.

2. Ist R — S ein Ringepimorphismus, so ist auch S linksnoethersch.

BEWwEIS. 1. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Nach Satz 2.2.7 gibt es ein n € N und einen
R-Epimorphismus f: R™ — M. Nach Satz 2.5.2.3 ist R™ noethersch, und nach Satz 2.5.2.1 ist dann
auch M noethersch.

2. Sei f: R — S ein Ringepimorphismus und L C S ein Linksideal. Dann ist f~!(L) C R ein
Linksideal, also endlich erzeugt, und f|f~'L: f~*(L) — L ist ein R-Modulepimorphismus. Daher ist L
ein endlich erzeugter R-Modul, und jedes R-Erzeugendensystem von L ist ein S-Erzeugendensystem. [

Satz 2.5.4 (Hilbert’scher Basissatz). Sei R kommutativ und noethersch. Dann ist fiir jedes n € N
auch der Polynomring R[X1, ..., X,] noethersch.

BEWEIS. Es geniigt, den Fall n = 1, also den Polynomring R[X], zu betrachten. Wir notieren
Polynome f € R[X] in der Form

F=> fuX™ mit f,€R, f,=0 fiir fastalle n>0.
n>0
Sei 0 #a< R[X]. FirneNgsei a, ={fn|f€a, gr(f) <n}. Fir f,g€aund A€ Rist f+g € qa,
AMf€aund Xfea FirneNyist (f+9)n=Fo+tgn, Af)n=Afn, und (Xf)ny1 = frn. Daher ist
(an)n>0 eine aufsteigende Folge von Idealen von R, und es gibt ein m € N mit a,, = a,, fir alle n > m.
Fiir j € [0,m] sei aj = r((fj,1)5,- -+, (fjx;);) mit Polynomen f;; € a. Wir zeigen

/

a=a mit a/:R[X]<{fj,1/ ‘je [0,7’2’1], Ve [l,k]] }>
Offensichtlich ist a D @’. Angenommen, es sei a 2 o/, und es sei f € a\ a’ ein Polynom minimalen Grades
j =gr(f) € No.
FALL 1: j <m. Dann ist f; € a; und daher

k‘]‘ kj
= MN(fiw); mit N eR, fr=f=> Afi,€a und (f7),; =0, also gr(f*) <j.
v=1 v=1

Daher ist f* € a/, und es folgt f € a’, ein Widerspruch.
FALL 2: j > m. Dann ist f; € a; = a,, und daher

km km
fi= Z)\,,(fm’,,)m mit A, €R, f'=f—- Z)\VXj_mfm,l, €a und (f*); =0, also gr(f")<j.
v=1 v=1

Daher ist f* € a’, und es folgt f € a’, ein Widerspruch. O
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2.6. Moduln iiber Hauptidealbereichen

Satz 2.6.1. Sei R ein Hauptidealbereich, M ein R-freier R-Modul mit Basis B und N C M ein
R-Untermodul. Dann ist N R-frei mit einer Basis B, so dass |B'| < |B|.

BEWEIS. Sei Q die Menge aller Tripel (E, E’, ¢), bestehend aus Teilmengen E' C E C B und einer
Abbildung ¢: E' — N N g(E), so dass p(E’) eine R-Basis von N N r(E) ist. Wegen (0,0,0) € Q ist
QO £0D. Fir (E,E', ), (F,F',v¢) € Q definieren wir

(E,E o)< (F,F',¢)) < ECF, EFCF und ¢|E =¢.
Wir zeigen:
A. Q besitzt ein maximales Element.
B. Ist (E,FE’,y) ein maximales Element von Q, so ist F = B.

Sind A und B gezeigt und ist (B, E’, ¢) ein maximales Element von 2, so ist B’ = ¢(E’) eine R-Basis
von NN g(B) = N, und |B’| < |E’'| < |B|.

Beweis von A. Offensichtlich ist (€, <) eine teilgeordnete Menge. Nach dem Zorn’schen Lemma
geniigt es, zu zeigen: Jede Kette in  besitzt eine obere Schranke. Sei S = {(Ex, E},px | A € A} ei-
ne Kette in Q, E = |J{E\ | A€ A}, E' = {E\ | A€ A} und ¢ = U{er | A € A}. Wir zeigen
(E,E' ) € Q (dann ist (E,E’, ) eine obere Schranke von §). Nach Konstruktion ist £/ C E C B
und ¢: B - J{NNgr(E)) |AN€A}C NNg(U{EA| A€ A})=NnNEg(E) ist eine Abbildung. Daher
geniigt es, zu zeigen, dass ¢(E’) eine R-Basis von N N g(E) ist. {¢(E}) | A € A} ist eine Kette linear
unabhéngiger Mengen, und daher ist auch p(E’) = J{p(E}) | A € A} C NN r(E) linear unabhingig.
Ist z € NN r(E), so gibt es ein A € A mit x € NN r(Ex) = r{@(E})) C r{@(E")), und daher ist ¢(E")
auch ein R-Erzeugendensystem von N N r(p(E)).

Beweis von B. Angenommen, es sei (E, E’, ¢) ein maximales Element von Q, £ C Bund b € B\ E.

Sei I={NeR|(3yecr(E)y+IbeN}=Anmp(®) <R mit b=b+ (N + r(E)) € M/(N + r(E)).
FALL 1: T=0. Ist dann = € g(FU{b}) NN = (g(E) + Rb) N N, so ist x = y + A\b mit y € r(F) und
A€ R, also A\b € N + g(E). Daher ist A =0 und z € g(E), und es folgt N N r(EU{b}) = NN r(E),
also (EU{b}, E', p) € Q, ein Widerspruch zur Maximalitit von (E, E’, ¢).
FALL 2: 1#0, I =aRmit o € R®. Sei yp € r(F) mit yo+ab e N, E=EU{b}, E' = E' U{b},
und sei p: B’ — NN g(E) definiert durch | E = ¢ und $(b) = yo +ab € g(E)+ Rb= g(E). Dann
ist B/ C E C B, und wir zeigen (E,E',p) € Q, was wieder der Maximalitiit von (E, E’, ) widerspricht.
Dazu miissen wir zeigen, dass B(E’) = ¢(E') U {yo + ab} eine R-Basis von N N (r(E) + Rb) ist.

1) »(E') U{yo + ab} ist linear unabhéngig: Sei

> Aep(e) + Ayo+ab) =0 mit A A € R, A\ =0 fiir fast alle e € E'.
eckE’
Dann ist A(yo + ab) € r{p(E")) C r(E), und wegen yo € r(E) folgt Aab € g(E). Da E U {b} linear
unabhéngig ist, folgt Aa = 0, also A = 0, und da @(E’) linear unabhéngig ist, folgt A, = 0 fiir alle e € E'.
2) @(E)U{yo + ab} ist ein R-Erzeugendensystem von N N (r(E)+ Rb). Sei z € NN (r(E)+ RD).
Dann ist z = y + Ab mit y € g(E) und A € R, also A\ € I und daher A = af mit § € R. Nun folgt
z—B(yo+ab) =y — Byo € NN r(E) = g{w(E’)) und daher z € g(p(E’") U{yo + ab}). O

Korollar 2.6.2. Z~N ist nicht Z-frei.

BEWEIS. Angenommen, es sei B eine Z-Basis von Z". Dann ist |ZY| = max{|B|,w} > 2* > w und
daher |B| > w. Sei p € P. Fiir € Z sei vp(x) =sup{i € Ny | p' |z} € Ny U {oo}, und

fall
l/L./:{‘%‘? alls p’i'x7

p~lz, falls p|x.
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Dann ist

S = {(x;)ien € Z" | lim vp(x;) = 0o} C ZN  ein Z-Untermodul und daher frei mit einer Basis (u;)ic;-
Die Abbildung ¢: ZY — S, definiert durch ((;)ien) = (p'2;)ien, ist ein Monomorphismus. Daher ist
ZN = o(ZN), o(ZN) C S ist ein Untermodul, p(ZY) ist frei mit Basis p(B), und w < |B| = |¢(B)| < |I].

Nach Satz 2.3.6 ist S/pS ein F,, = Z/pZ-Vektorraum mit Basis (u; + pS)ier. Ist @ = (2;)ien € 5, so
ist auch @’ = (2});en € S, und

z=px —I—Z(l —p)rie; € pS+ z({ei | i € N}).

i€N

plz;
Damit folgt S/pS = r,({e; +pS | i € N}), also [{e; +pS | i € N}| > |[I| > w nach Satz 2.3.6, ein
Widerspruch. O

Bemerkung und Definition 2.6.3. Sei R ein Bereich und M ein R-Modul. Dann ist
Mior ={z € M | Anng(z) #0} C M
ein R-Untermodul. [Beweis: Seien z, y € Mo, und a, b € R®* mit az = by = 0. Dann ist ab € R® und
ab(x 4+ y) =0, also z +y € Mior. Ist A € R, so ist auch a(Az) = 0 und daher \x € M, |.

Mo, heiflt  Torsionsuntermodul. M heifit R-torsionsfrei, wenn Mio, = 0, und ein R-Torsionsmodul,
wenn Mo, = M.
Ist M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul, so ist Anng(M) # 0 [denn: Ist M = g(z1,...x,) und
0 # a; € Anng(x;), so folgt ay -...-a, € Ann(M)].
Jeder R-freie Modul ist R-torsionsfrei. Im Falle R = Z stimmen obige Begriffe mit den iiblichen grup-
pentheoretischen Begriffen iiberein.
Im Z-Modul @ sind je zwei Elemente linear abhéngig iiber Z [denn: Seien a, b € Q* und m € N mit
ma, mb € Z. Dann ist (mb)a + (—ma)b = 0]. Insbesondere: Q ist als Z-Modul zwar torsionsfrei, aber
nicht frei.
Definitionen und Bemerkungen 2.6.4. Sei R ein Bereich und K = q(R) sein Quotientenkorper.
1. Teilbarkeitslehre in R: Fiir a, b € R definiert man (wie iiblich)

alb (ateilt b) <= bR CaR und a~b (aund b sind assoziiert ) <= aR = bR.

p € R® heiit Primelement, wenn pR € spec(R) [dquivalent: p ¢ R*, und fiir alle a, b € R gilt:
plab = plaVpld].
Eindeutigkeit der Primzerlegung: Sind m, n € Ng und p1,...,pn, pi,...,0,, € R® Primelemente mit

P1 e Pn =Py -pl,, so folgt m = n, und es gibt eine Permutation o € &,,, so dass p;(i) ~ p, fir
alle 7 € [1,n].
Grofiter gemeinsamer Teiler: Seien n € N und zq,...,2, € R. Ein Element d € R heifit ggT von
Z1,y...,Tn, wenn dR das kleinste {z1,...,z,} umfassende Hauptideal ist. Besitzen x1,...,z, einen ggT,
so0 ist dieser bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt. x1,...,x, heilen teilerfremd, wenn 1 ein ggT von
T1,...,T, ist.

2. Faktorielle Bereiche: R heifit faktoriell, wenn jedes a € R*\ R* Produkt von Primelementen
ist. Beispiele: Z; jeder Kérper; R faktoriell — R[Xjy,...,X,] faktoriell.
Sei R faktoriell und P ein Reprasentantensystem der Primelemente von R [das heifit, P ist eine Menge
von Primelementen, so dass es zu jedem Primelement p € R genau ein pg € P gibt mit p ~ po]. Jedes
a € K* hat eine eindeutige Darstellung

a=1u H p» @ mit we R* und vp(a) € Z, vp(a) =0 fur fast alle p € P;
peEP
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vp(a) héngt nur von a und pR ab, heifit p-adischer Wert von a, und wir setzen v,(0) = oco. Die
Abbildung v,: K* — Z ist ein Gruppenepimorphismus, und obige Produktdarstellung definiert einen
Isomorphismus

K* 5 R*xzP) | a (u, (vp(a))pep), und R={a€K|(VpeP)vy(a)>0}.

Fiir a, b € R ist genau dann a|b, wenn v,(a) < v,(b) fur alle p € P. Sind aq,...,a, € R, so ist ein
Element d € R genau dann ein ggT von ay,...,a,, wenn v,(d) = min{v,(ai1),...,vp(as)} (insbesondere
besitzen ai,...,a, einen ggT in R). Genau dann sind a4, ...,a, teilerfremd, wenn es kein p € P gibt,
so dass p|a; fiir alle i € [1,n].

3. Hauptidealbereiche: Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist R noethersch und faktoriell, und
es sel P ein Reprisentantensystem der Primelemente von R. Dann ist max(R) = {pR | p € P}. Fir
ai,...,an, d € Rist d genau dann ein ggT von ay,...,a,, wenn g{ai,...,a,) = dR. Insbesondere sind
ai,...,a, genau dann teilerfremd, wenn es x1,...,x, € R gibt mit a121 + ... + apz, = 1.

Seien pi,...,pn € P verschieden, ki,...,k, € Nund ¢; = pf fir alle ¢ € [1,n]. Dann sind q1,...,qn
paarweise teilerfremd, und nach dem Chinesischen Restsatz gibt es einen Ringepimorphismus

d: R— HR/qiR mit ®(z)=(x+ ¢@R,...,z+¢,R), und Ker(®)= ﬂ ¢R = H%‘R-
i=1 i=1 i=1

Sei M ein R-Modul und p € P. Dann ist M(p) ={x € M | (Ir e N) p"x =0} C M ein (nur von pR
abhéngiger) R-Untermodul und heifit p-Komponente von M, und M heifit p-primdr, wenn M = M (p).
Ist x € M(p), so nennt man ord,(x) = min{r € Ny | p"x = 0} die (p-) Ordnung oder (p-)Periode von z.

Satz 2.6.5. Sei R ein Hauptidealbereich, P ein Reprisentantensystem der Primelemente von R und
M ein R-Torsionsmodul. Dann ist
M= M) (di).
peEP
Ist M endlich erzeugt, so ist M(p) =0 fir fast alle p € P.

BEWEIS. Sei 2 € M, Anng(z) = aR und a = p¥* - ... - p mit r € Ny, verschiedenen py,...,p, € P
und kq,..., k. € N. Fir i € [1,7] sei ¢; = p;k"'a € R. Dann sind ¢, ..., g, teilerfremd, und daher gibt es
a1,...,q. € Rmit 1 =qa;+...+ g, Esfolgt v =qaiz+...+ ¢z, und fir alle i € [1,7] ist
pfiqiaix =ao;x =0, also g;a;x € M(p;).

Daher ist M die Summe der Familie (M (p))yep. Fiir den Nachweis der Direktheit der Summe zeigen
wir :

Ist peP und =€ M(p)N Z M(p'), sofolgt x=0.

p'€P\{p}
Sei also p € P, seien p1,...,pp € P\ {p}, und sei z =21 +... +x, € M(p) mit z; € M(p;) fiir alle
i €[l,n]. Seien 1, r1,...,7, € Nmit p’z = 0 und p;’z; = 0 fiir alle ¢ € [1,n]. Da p” und pi* - ... - pi»

teilerfremd sind, gibt es o, § € R mit ap”+Fpi'-...-pi» = 1, und es folgt © = ap”x+OGp]*-...-pinx = 0.
Sei nun Py = {p € P | M(p) # 0} unendlich und E ein Erzeugendensystem von M. Nach Satz
2.3.6.1 ist dann |E| > |Py|. Ist insbesondere M endlich erzeugt, so ist Py endlich. ]

Satz 2.6.6 (Struktursatz fiir Moduln iiber Hauptidealbereichen). Sei R ein Hauptidealbereich.

1. Sei F ein endlich erzeugter freier R-Modul und M C F ein R-Untermodul. Dann gibt es eine
R-Basis (u1, . ..,un) von F, einm € [0,n] und dy,...,dpn € R®* mit diR D daR D ... DdnR, so
dass (dyuy,...,dmnuy) eine R-Basis von M ist. Dabei sind die Ideale diR,...,d,R eindeutig
bestimmit.
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2. Sei M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul. Dann gibt es ein m € Ny, di,...,d, € R* und
T1,...,Tm € M, so dass
e M =Rx1+...+ Ray, (dir), und Anng(z;) =d;R fir alle i € [1,m];
e ROdAiRDdyRD ... DdpR.
Dabei sind die Ideale diR,...,d,R eindeutig bestimmt.

3. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es einen R-freien R-Untermodul U C M, so
dass M = Mo, + U (dir), und U = M/M;o,. Insbesondere gilt: Ist M R-torsionsfrei, so ist
M  R-frei.

BEWEIS. Ezistenzbeweis in 1. Induktion nach n. Ist n = 0 oder M = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei
also M # 0.
n>1,n—1—n: Sei ¥ = Homg(F,R). Fir jedes f € F* ist f(M) < R, und es seien f; € F*
und d; € R, so dass fi1(M) = di R ein maximales Element von {f(M) | f € F*} ist. Sei 1 € M mit
fi(x1) = di. Wir zeigen nun zunéchst:

A. 0#x, €dyF.

Beweis von A. Sei (e1,...,e,) eine Basis von F und (e3,...,ek) die dazu duale Basis von F*. Ist
x € M\O,soist x = A\ey+...+Ape, mit Ay,..., A, € R, und es gibt ein j € [1,n] mit A; # 0. Dann ist
aber e (x) = A; #0, also e;f(M) # 0 und daher d; R # 0, also auch z1 # 0. Seinun z1 = aije;+...+a,e,.
Fir v € [1,n] sel a, R+ diR = b, R mit b, € R, und es seien f§,, v, € R mit b, = a, 0, + d17y,. Dann
ist g, = Buel, + wfi € F*, g.(z1) = Buay + 1di = b, und daher f1(M)=diRCb,R C g,(M). Aus
der Maximalitat von fi(M) folgt a, € b, R = dy R. Daher ist x; € di F und A gezeigt.

Sei 1 = dyu; mit w3 € F. Dann ist f1(z1) = di = di fi(u;) und daher fi(u;) = 1. Wir setzen
Fy =Ker(f1) CF und M; =M N F;. Dann gilt:

B. F:Ru1 +F1 (dlI‘) und M:Rd1U1 +M1 (dlI‘)

Beweis von B. Ist x € F, so folgt « — f1(x)u; € Ker(f1) = Fy und daher = € Ruy + Fi, also
F =Ruy+ Fy. Ist x € M, so ist fi(x)uy € dyRuy = Rxy C M, also x — fi(z)uy € 1 N M = M,
und daher z € Rdyuy + M, also M = Rdyu; + M;. Wegen Rdyu; N My C Ruy N Fy ist nun nur noch
Ruy; N Fy; = 0 zu zeigen. Ist x € Ruy N Fy, so ist x = Ay mit A € R und 0 = fi(x) = A, also z = 0.
Damit folgt B.

Nach Satz 2.6.1 ist F; R-frei und rg(F1) < rg(F). Ist m € N und (va,...v,,) eine R-Basis

von Fiy, so ist (uy,ve,...,0,) eine Basis von F, also m = n und F; R-frei vom Rang n — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es eine R-Basis (ug,...,u,) von Fi, ein m € [1,n] und do,...,d,, € R®
mit doR D ... D dyR, so dass (daua,...,dymu,) eine R-Basis von M ist. Dann ist (uq,...,u,) eine

R-Basis von F', (dju1,...,dnu,) eine R-Basis von M, und es bleibt di R D daR zu zeigen.

Sei gr(di,d2) = dR mit d € R, seien oy, as € R mit d = aydy + asds, und sei (uj,...,u’) die zu
(uq,...,up) duale Basis von F*. Dann ist g = ayuf + agui € F*, uw=dyus +dous € M und g(u) =d,
also diR C dR C g(M). Aus der Maximalitit von di R folgt d1R = dR D d2R.

Beweis von 2. und 3. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, F' ein endlich erzeugter freier R-Modul
minimalen Ranges, der einen R-Epimorphismus g: F — M gestattet, M; = Ker(g) und g*: F/M; = M
der von ¢ induzierte Isomorphismus. Nach 1. gibt es eine R-Basis (ug,...,u,) von F, ein m € [0,n]
und dy,...,dy, € R®* mit diR D doR D ... D dp, R, so dass (dyuq,...,dnuy) eine R-Basis von M ist.
Fir i € [1,n] sel x; = g(u;) € M. Dann ist M = g(x1,...,2,), und aufgrund der Minimalwahl von F'
ist ; # 0 fir alle i € [1,n]. Ist ¢: R® — F der durch o(A1,...,An) = Ajug + ... + A\yu,  definierte
Isomorphismus, so ist My = p(d1R®...®d,R) (mit d; = 0 fiir alle j € [m+1,n] ), und ¢ induziert einen
Isomorphismus ¢*: R/diR®...®R/d,R — F/M;. Dannist ¢ = g*op*: R/d1R®...®R/d,R — M ein
Isomorphismus mit ¢p(A+diR, ..., \p+dyR) = Mix1+...+A\pzy,. Daherist M = Rxy+...4+ Rz, (dir),
Anng(z;) = Anng(l + d;R) = d;R fir alle ¢ € [1,n], und wegen x; # 0 ist R 2 diR. Es folgt
Moy = Rx1 + ...+ Rz, (dir), und U = Rayq1 + ... + R, ist R-frei mit Basis (41, ..., 2n). Nach
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Satz 2.4.8 ist dann F;(Mioy) =di ... dm—;R, falls j <m und F;(Mer) = R, falls j > m, und daher
sind die Ideale diR,...,d,,R eindeutig bestimmt.

Findeutigkeitsbeweis in 1. Sind dy,...,d,, € R®* wie in 1., so folgt (F/M)toy = Rx1 + ...+ Ry,
mit z; = u; + M und Anng(z,;) = d;R fir alle j € [1,m], und die Eindeutigkeit folgt wie eben aus Satz
2.4.8. O

Satz 2.6.7 (Satz von der Smith’schen Normalform). Sei R ein Hauptidealbereich, m, n € N und
A € My, n(R). Dann gibt es eindeutig bestimmte r € [1,min{m, n}] und di,...,d, € R®, so dass

RO dyR>...>d.R und AND:(dlag(dl"“’dT) Or,m—r )

071—7',7' 07L—T',’"L—7'

D heifit  Smith’sche Normalform von A.

BEWEIS. Sei e(™ die kanonische Basis von R, e("™) die kanonische Basis von R und f: R™ — R™
definiert durch f(e™) = e(™ A. Dann ist A = M) em (f)-
EINDEUTIGKEIT: Ist A ~ D, so gibt es nach Bemerkung 2.4.3 R-Basen v von R™ und v = (v1,...,0pm)
von R™, so dass My, ,(f) = D, und dann ist (dyv1,...,d,v,) eine R-Basis von Bi(f). Nach Satz 2.6.6
sind dadurch dyR,...,d.R eindeutig bestimmt.
EXISTENZ: Nach Satz 2.6.1 ist Bi(f) C R™ frei vom Rang r € [0,n], und nach Satz 2.6.6 gibt es eine
Basis v = (v1,...,0m) von R™ und dy,...,d, € R®* mit 4R D doR D ... D d,R,sodass (djvi,...,d,v,)
eine R-Basis von Bi(f) ist. Nach Satz 2.2.7 gibt es einen R-Monomorphismus : Bi(f) — R™ mit
foy =idpijyy und R"™ = Bi(¢)) + Ker(f) (dir). Dann ist Ker(f|Bi(y)) = Ker(f) N Bi(¢) = 0 und
Bi(f) = f(Bi(v)), also f|Bi(¢): Bi(¥) = Bi(f) ein Isomorphismus. Daher gibt es eine R-Basis u/
von Bi(y) mit f(uw') = (dyvy,...,dv.). Nach Satz 2.6.1 ist auch Ker(f) R-frei, und es sei u” eine
R-Basis von Ker(f). Dann ist u = (v, u"”) eine R-Basis von R" und f(u) = (f(u'),01,n—r) = vD mit
D € M,;, ,,(R) wie in der Behauptung, also D = M, ,(f) ~ A. O






CHAPTER 3

Ring- und Korpertheorie

In diesem Kapitel seien alle Ringe kommutativ, unitdr und verschieden von O .
3.1. Ganze Ringerweiterungen

Definitionen und Bemerkungen 3.1.1. Fiir einen Ring R bezeichnen wir mit R[X], R[T],
R[X1,...,X,], R[X] etc. stets Polynomringe, mit spec(R) die Menge der Primideale und mit max(R)
die Menge der maximalen Ideale von R.

Sei S ein Ring und R C S ein Teilring (dann nennt man R C S oder S/R eine Ringerweiterung).

Fiir alle q € spec(S) ist g N R € spec(R). Fir C C Ssei [C] ={c1-...-¢cn | n €Ny, ¢1,...,¢, € C}
das von C' erzeugte multiplikative Teilmonoid von S und R[C] = gr([C]) C S. RIC] ist die Menge
aller Linearkombinationen von endlichen Produkten von Elementen aus C' mit Koeffizienten in R, und
R[C] ist der kleinste RU C umfassende Teilring von S (diese Terminologie ist mit der fiir Polynomringe
tiblichen Terminologie konsistent). Ist S = R[C] und sind ¢1, v2: S — S’ Ringhomomorphismen mit
p1|RUC = o | RUC, so folgt ¢1 = pa.
Sei allgemeiner R ein Ring, A eine kommutative R-Algebraund e¢: R — A der Strukturhomomorphismus.
Dann ist e(R) C A eine Ringerweiterung, und fiir eine Teilmenge C' C A definieren wir R[C] = ¢(R)[C].
Ist C = {x1,...,2,}, so nennt man R[xq,...,2,] = R[C] eine affine R-Algebra. Eine kommutative
R-Algebra A ist genau dann affin, wenn es ein n € N und einen Ringepimorphismus R[Xq,...,X,] — A
gibt. Ist insbesondere R noethersch, so ist jede affine R-Algebra ebenfalls noethersch.

Definition und Satz 3.1.2. Sei R C S eine Ringerweiterung. Fir x € S sind dquivalent:

(a) Es gibt ein normiertes Polynom f € R[X] mit f(x) = 0 [dquivalent: Es gibt ein n € N und
ag,...,an_1 € R mit 2" +ap,_12" '+ ...+ a1 +ag =0].

(b) Rlx] ist ein endlich erzeugter R-Untermodul von S.

(c) Es gibt einen Teilring R’ C S, so dass R[x] C R’ und R’ ein endlich erzeugter R-Untermodul
von S ist.

(d) Es gibt einen endlich erzeugten R-Untermodul M C S mit xM C M und Annpgp, (M) = 0.
Ist f € R[X] normiert mit f(z) =0 und gr(f) =n €N, so ist Rlx] = g(1l,z,..., 2" ).
Sind diese Bedingungen erfiillt, so heiit z ganz iiber R und z" + ap_12" '+ ...+ a1z + a9 = 0
eine ganze Gleichung von x iiber R. Eine Teilmenge C' C S heifit ganz iiber R, wenn jedes Element

von C ganz liber R ist. Ist insbesondere S ganz iiber R, so nennt man R C S oder S/R eine ganze
Ringerweiterung.

Ganzg(R) = {x € S | z ist ganz iiber R} heifit ganzer Abschluss von R in S. Ist Ganzg(R) = R,
so heift R ganz-abgeschlossen in S. Ein Bereich R mit Quotientenkorper q(R) = K heifit ganz-abge-
schlossen oder normal, wenn R ganz-abgeschlossen in K ist.

Ist e: R — A eine kommutative R-Algebra, so nennt man A ganz iiber R und € ganz, wenn e(R) C A
ganz ist.

47
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BEWEIS. (a) = (b) Seien ag,...,an—1 € R mit 2" + a,_12" ' + ... + a12 + ap = 0. Dann ist
M = r{l,z,...,2"" 1) C S ein endlich erzeugter R-Untermodul, und wir zeigen R[x] = M. Wegen
R[z] = r{{z* | k € Np}) geniigt es, ¥ € M fiir alle k € Ny zu zeigen. Wir tun das mittels Induktion
nach k, und fiir & < n — 1 ist nichts zu zeigen. Sei also k¥ > n, und sei {1,z,...,2¥"!'} C M. Dann folgt

P =2 e = —a, 2P = —a P — gt e M.
(b) = (¢) Mit R’ = R[z].
(¢) = (d) Mit M =R

(d) = (a) Sei M = g(u1,...,Up) und zM C M. Dann ist M ein R[x]-Untermodul von S, und es
sei

m
TUj; = Z a;u, furalle j€[l,m] mit a;, € R, in Matrizenschreibweise zu = Au
p=1

mit w = (U1, ..., Un)" € My 1 (M) und A = (a;,u)j uen,m] € Mm(R), also (21, — A)u =0 € My, 1(M).
Multiplikation mit der adjungierten Matrix ergibt

det(zxl,, — A)u = (zl, — A)#(xI,, — A)u =0, also det(zl,, — A) € Anngp,) (M) =0
und daher det(xI,, — A) = 0, was eine ganze Gleichung fiir = iber R ist. ]
Satz 3.1.3. Jeder faktorielle Bereich ist ganz-abgeschlossen.

BEWEIS. Sei R ein faktorieller Bereich, K = q(R), und wir nehmen an, es sei z € K \ R ganz tiber R.
Dann ist 2 = ¢~ 'b mit zueinander teilerfremden b, ¢ € R, und es gibt ein Primelement p € R mit p | c und

p1b. x geniigt einer ganzen Gleichung 2" +a, 12" '+...+a12+ap = 0 mitn € Nund ag,...,a,_1 € R.
Multiplikation mit ¢ ergibt b" +cy =0 mit y = a, 10"+ can_2b" 2 +... +apc” ' € R. Aus p|c
folgt dann aber p|bd", ein Widerspruch zu p 1 b. O

Satz 3.1.4. Sei R C S eine Ringerweiterung.
1. Sei (¢;)icr eine Familie in S mit S = p({c; | i € I}) und (e;)jes eine Familie in M mit
M = s({ej | j € J}), so folgt M = r({cie; | (i,7) € IxJ}). Ist (¢;)icr eine R-Basis von S und
(e)jes eine S-Basis von M, so ist (cie;) j)erxs €ine R-Basis von M.

Insbesondere gilt: Ist S ein endlich erzeugter [ freier] R-Modul und M ein endlich erzeugter | frei-
er] S-Modul, so ist M ein endlich erzeugter [ freier] R-Modul [mit rgr(M) =rge(M)rgr(S)].

2. Seienn € Ng und x1,...,x, € S. Dann sind dquivalent:

(a) Fir allei € [1,n] ist x; ganz tber R.

(b) Rlx1,...,2,] ist ein endlich erzeugter R-Modul.

(¢) R[x1,...,xy,] ist ganz dber R.

Insbesondere folgt: Ist C C S und C ganz iber R, so ist auch R[C] ganz iber R.
3. Ist S ein endlich erzeugter R-Modul, so ist S ganz tiber R.

4. Sei T D S ein Oberring. Ist S ganz iber R und x € T ganz dber S, so ist x auch ganz iber R.
Insbesondere gilt: T/R ist genau dann eine ganze Ringerweiterung, wenn T/S und S/R ganze
Ringerweiterungen sind.

5. Ganzg(R) ist ein in S ganz-abgeschlossener Teilring von S.

BEWEIS. 1. Sei x € M. Dann ist
Tr = ijej 5 bj = Z )\i7jci; also x = Z )\i,jciej
jeJ il (i,5)eIxJ

(mit b; € S, b; = 0 fiir fast alle j € J, und \;; € R, \;; = 0 fiir fast alle (i,5) € I xJ. Daher folgt
M = r{{ciej | (i,5) € IxJ}).
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Seien nun (c;);cs linear unabhingig iiber R, (e;);es linear unabéngig iiber S, und sei (A; ;) jyerxs
eine Familie in R mit \; ; = 0 fiir fast alle (i.j) € IxJ. Aus

0= Z )\i,j cie; = Z(Z )‘iJ ci)ej fOlgt Z )\i,j ¢; =0 fur alle jE J
(4,)EIXJT JjEJ i€l il
und daher X; ; = 0 fiir alle (¢,7) € I xJ.
2. (a) = (b) Induktion nach n. Fir n = 0 ist nichts zu zeigen.

n>1,n—1—-n: Rlxy,...,zn] = Rlx1,...,Tn-1][xs], und R[x1,...,z,_1] ist ein endlich erzeugter
R-Modul nach Induktionsvoraussetzung. x,, ist ganz iiber R, also auch iiber R[z1,...,z,—1], und daher
ist R[z1,...,%y,] ein endlich erzeugter R[x1,...,z,—1]-Modul nach Satz 3.1.2(b). Nach 1. ist daher
R[z1,...,z,] ein endlich erzeugter R-Modul.

(b) = (¢) Nach Satz 3.1.2(c).
(¢c) = (a) Nach Definition.

Ist C' C S eine Menge tiber R ganzer Elemente und = € R[C], so ist € R[E] fiir eine endliche Teilmenge
E C C und daher ganz iiber R.

3. Ist S = g{x1,...,2,), so folgt S = R[x1,...,2,], und daher ist S ganz iiber R nach 2.

4. Sei z"+by_12" 1. . +bix+by=0 mitn € Nund by, ...,b,_1 € S eine ganze Gleichung von z
tiber S. Dann ist « auch ganz iiber R[bg,...,b,—1], und daher ist Rbg,...,bn—1,2] = R[bg, ..., bn_1][x]
ein endlich erzeugter R[bg,...,b,—1]-Modul. Da by,...,b,—1 ganz iiber R sind, ist R[bg,...,b,—1] ein
endlich erzeugter R-Modul nach 2. Nach 1. ist dann auch Rlbg,...,b,—1,2] ein endlich erzeugter
R-Modul, und nach Satz 3.1.2(c) ist « ganz iiber R.

5. Sind z, y € Ganzg(R), so ist {x —y, zy} C R[z,y] C Ganzg(R) nach 2. und daher Ganzgs(R)
ein Teilring von S. Ist 2 € S ganz iiber Ganzg(R), so ist  nach 3. auch ganz iiber R und daher
x € Ganzg(R). Folglich ist Ganzg(R) ganz-abgeschlossen in S. O

Definition 3.1.5. Sei R ein Ring. Dann heif}t
dim(R) = sup{n € Ny | es gibt eine Folge po Cp1 C ... T p, in spec(R)}

die (Krull-)Dimension von R.

Bemerkung 3.1.6. Sei R ein Bereich. Dann ist 0 € spec(R), und es gilt:
1. Genau dann ist dim(R) = 0, wenn R ein Korper ist.
2. Ist R ein Hauptidealbereich, so ist dim(R) < 1.

Satz 3.1.7 (Satz von Cohen-Seidenberg). Sei R C S eine ganze Ringerweiterung.

1. Seien q € spec(S) und a <<S mit q C a und N R=anR. Dann ist q = a.

2. Zu jedem p € spec(R) und a < S mit aN R C p gibt es ein q € spec(S) mit a C q und qN R = p.
Insbesondere ist die Abbildung spec(S) — spec(R), q— qN R, surjektiv.

3. Seien po, p € spec(R) und qo € spec(S) mit qo N R = pg C p. Dann gibt es ein q € spec(S) mit
qo C q und qN R =p.

4. max(S) = {q € spec(S) | qN R € max(R)}. Insbesondere gibt es zu jedem m € max(R) ein
q € max(S) mit N R =m.

5. S*NR=R*.

6. dim(R) = dim(S). Insbesondere: Ist S ein Bereich, so ist S genau dann ein Kdrper, wenn R
ein Koérper ist.
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BEWEIS. 1. Sei z € a und n € N minimal mit folgender Eigenschaft: Es gibt ag,...,a,—1 € R
mit 2" +a,_ 12" +...+ a1z +ao € q (aus der Existenz einer ganzen Gleichung fiir z iiber R folgt die
Existenz eines solchen n ). Dann gibt es ein ¢ € q mit
ap=q—r(x" ' +a,_ 12" *+ ... +a;)€EanR=qNRCq, also z(z" ' +a,_12" *+...+a1) €q,
und wegen " '+ a, 12" 24 ... +a; ¢ q folgt = € q.

2. Sei p € spec(R) und a << S mit aN R C p. Dann ist R\ p C S eine multiplikativ abgeschlossene
Menge und a N (R \ p) = . Nach Satz 2.3.7 hat die Menge {¢ <<S|aCc¢ und cnN(R\p) =0} ein
maximales Element g, es ist q € spec(S), a C g und N R C p. Wir nehmen nun an, es sei gN R C p und
fithren das zum Widerspruch. Sei u € p\ q. Wegen der Maximalitit von q ist dann (q+uS)N(R\p) # 0,
und es sei ¢ € qund s € S, sodass v =q+us € R\ p. Sei 8" +a,_ 15" +...+a;s+ay =0 eine
ganze Gleichung fiir s iiber R. Dann folgt (us)” + an_ju(us)” 1 + ... + aju™ 1 (us) + apu™ = 0, und
wegen us = x mod q erhalten wir 2" + ap_juz™ '+ ... +Fau” 'z +agu” € qN R C p. Wegen u € p
folgt daraus ™ € p und schliellich = € p, ein Widerspruch.

3. Nach 2. mit a = qq.

4. Sei q € spec(5). Ist q ¢ max(S), so gibt es nach Satz 2.3.7 ein m € max(S) mit ¢ C m. Dann ist
aber qN R C mN R nach 1. und daher auch gN R ¢ max(R). Ist umgekehrt g N R ¢ max(R), so gibt es
ein n € max(R) mit qN R C n, und nach 3. gibt es ein m € spec(S) mit ¢ C m und m N R = n. Daher
ist ¢ C m und g ¢ max(5).

5. Offensichtlich ist R* € RN S*. Ist z € R\ R*, so gibt es ein m € max(R) mit € m, und nach
2. gibt es ein p € spec(S) mit m C p. Daher ist € p und x ¢ S*.

6. Sei po Cp1 S ... C pn eine Folge in spec(R). Nach 2. gibt es ein qg € spec(S) mit go N R = po,
und mittels wiederholter Anwendung von 3. folgt die Existenz einer Folge q9 € g1 € ... € g, in
spec(S) mit q; N R = p; fiir alle ¢ € [1,n]. Daher ist dim(S) > dim(R).

Ist umgekehrt qo € q1 € ... C g, eine Folge in spec(S), so folgt goNRC g1NRC...C g, NR
nach 1., und daher ist auch dim(S) < dim(R).

Ist S ein Bereich, so auch R, und wegen dim(R) = dim(S) sind beide Kérper oder beide nicht. O

3.2. Quotientenbildung

Definitionen und Bemerkungen 3.2.1. Sei R ein Ring, T' C R eine multiplikativ abgeschlossenene
Teilmenge [d. h., 1 € T und TT = T'], und sei M ein R-Modul.

1. Fur (¢, z), (t',2') € Tx M definiert man: (t,z) ~ (t',2') <= (s € T)st'x = sta’.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf T M [Beweis: Nur die Transitivitat ist nichttrivial. Sei
(t,x) ~ (t',2') und (¢',2') ~ (t",2"). Dann gibt es s, s’ € T mit st'z = stz’ und s§'t"a’ = 't'z",
und es folgt s't"st'x = §'t"sta’ = sts't’x”, also (s'st')t"x = (s'st')ta” und daher (¢, z) ~ (¢, 2").
Wir definieren T~*M = T'x M/ ~ und bezeichnen mit £ € T7~'M die Aquivalenzklasse von
(t,z). Dann folgt :

1) $=2% firallex € M und s, t€T.

2) Firn € Nund 21,...,2, € T"'M gibt es z1,...,2, € M und ein t € T, so dass z; = =
fir alle ¢ € [1,n].
2. Auf T~ 'M sei eine Addition definiert durch
x x  tx+ta

P T w
Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Reprisentanten und macht 7—1 M zur abelschen

Gruppe mit Null % und Negativem —% = =%.
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Die Abbildung

j: M — T 7'M, definiert durch j(z) = %,
ist ein Gruppenhomomorphismus (genannt Quotientenhomomorphismus), und
Ker(j)={reM| BteT)zt=0}={x € M |TnNAnng(x) # 0}.

Ist 0 € T, soist T-'M = 0. Ist M torsionsfrei und 0 ¢ T, so ist j: M — T M ein
Monomorphismus.

3. Betrachte nun den Spezialfall M = R und definiere eine Multiplikation auf T-!'R durch

ad ad

tt

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten. Mit dieser Multiplikation

wird T~!R zu einem (kommutativen) Ring mit Eins % und j: R — T~ 'R zu einem Ringhomo-

morphismus (also T~'R zu einer R-Algebra) mit j(T)={%t|te T} C (I"'R)*.
Im Spezialfall T = [z] = {2" | n € No} ist [z]7'R = R[] eine affine R-Algebra.

Bezeichne n(R) die Menge der Nullteiler von R. Ist dann T Nn(R) = (), so ist j: R — T 'R

ein Monomorphsmus. In diesem Falle fassen wir R als Teilring von T-!R auf und rechnen in
der Form a = ¢. Ist T = R\ n(R), so nennt man T~ 'R den totalen Quotientenring von R.
Fiir jede multiplikativ abgeschlossene Teilmenge T'C R\ n(R) ist T~ R ein Teilring des totalen
Quotientenringes von R. Ist R ein Bereich und 7' = R®, soist T~'R = q(R) ein Quotientenkérper

von R. Ist T C RX, soist T7'R = R, und fiir jeden R-Modul M ist T~'M = M.
4. Sei M ein R-Modul. Definiere eine T~ R-Modulstruktur auf 7-'M durch

axr axr .
E?:ﬁ fur aER,xGM,t,t/ET.

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Reprisentanten. Damit wird T-'M zum

T—'R-Modul, also nach Bemerkung 2.1.7.2 auch zum R-Modul vermdge a$ = %, und dann

ist j: M — T7'M ein R-Modulhomomorphismus. Ist N C M ein R-Untermodul, so ist
TN c T7'M ein T~'R-Untermodul.

5. Sei f: M — M’ ein R-Modulhomomorphismus. Dann definiert man
T7 TTM = T dweh TT(3) = @

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Reprisentanten, T~ f ist ein 7! R-Modulho-
momorphismus. Damit wird (M +— T-'M, f — T~1f) zum Funktor R-Mod — T~!R-Mod.

Satz 3.2.2. Sei R ein Ring und T C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge.
1. Seien M, M’ R-Moduln und f: M — M’ ein R-Homomorphismus. Dann ist

Ker(T™'f) =T 'Ker(f) cT'M und BT ) =T"'Bi(f)c T 'M .

2. Sei M ein R-Modul und N C M ein R-Untermodul. Dann ist T-'N C T~'M ein T"'R-Un-
termodul, und es gibt einen T~ R-Isomorphismus

z+ N

&: T-'M/T'N — T-Y(M/N) mit ®<%+T—1N) - fir alle x € M und teT.

3. Sei M ein R-Modul, j: M — T~*M der Quotientenhomomorphismus und E ein R-Erzeugen-
densystem von M. Dann ist j(E) ein T~ R-Erzeugendensystem von T~ M.
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BEWEIS. 1. Sei £ € Ker(T"'f) C T7'M mit € M und t € T. Dann ist T'f(%) = @ =9=29

Daher gibt es ein s € T mit 0 = sf(x) = f(sz), also sz € Ker(f) und daher % = 22 € T~ Ker(f).
Ist £ € T~ 'Ker(f) mit z € Ker(f) undt € T, so folgt T-1f(%) = @ =9="20also £ € Ker(T7'f).
Die Aussage tiber die Bilder folgt unmittelbar aus der Definition.
2. Sei m: M — M/N der Restklassenhomomorphismus. Dann ist 7~ '7: T-1M — T—1(M/N) ein
Epimorphismus, Ker(T~'n) = T~'!N nach 1., und aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
3. Sei 7€ T 'Mmitz € Mundt € T. Dannist £ = ciu1+. ..+ cpu, mitn €N, ¢, € Rundu, € E

fiir alle v € [1,n], und es folgt $ = St %L 4. 4 S %o = S j(uy) + ...+ & j(up) € p-1p(j(E)) . O

=

Definitionen und Bemerkungen 3.2.3. Sei R ein Ring, T' C R eine multiplikativ abgeschlossene

Menge und A eine R-Algebra. Auf dem T~'R-Modul T A sei die Multiplikation definiert durch

! !
2% Gy a,a’ €A und t,t' €T.
t/ tt/
Diese Definition ist unabhéingig von der Wahl der Reprisentanten und macht 7~'A zur T~!R-Algebra.
Ist e: R — A der Strukturhomomorphismus von A, soist T 'e: T"'R — T~ 'A der Strukturhomo-
morphismus von T71A. Ist j: A — T-1'A der Quotientenhomomorphismus und C C A mit A = R[C],
so folgt T7'A = T7IR[j(C)] [denn: Ist [C] ={c1 ... cn | n €N, ¢, € C}, soist A = gr{([C]),
3([C]) = [§(C)] und daher T A = r-15([j(C)]) = T R[j(C)] nach Satz 3.2.2.3 |.

Ist insbesondere R C A eine Ringerweiterung, so ist auch T-'R C T~ A eine Ringerweiterung.

a
t

Satz 3.2.4. Sei R C S eine Ringerweiterung und T C R multiplikativ abgeschlossen. Dann ist
T~ 1Ganzg(R) = Ganzp-15(TR). Insbesondere gilt:

1. Ist S ganz iber R, so ist auch TS ganz dber T~ 'R.
2. Ist R ganz-abgeschlossen in S, so ist auch T~'R ganz-abgeschlossen in T1S.

BEWEIS. C: Sei £ € T 'Ganzg(R) mit © € Ganzg(R), ¢ € T und einer ganzen Gleichung
2%+ ag_12% '+ ...+ a1z +ay =0 von z iiber R. Dann ist

t

1 td
eine ganze Gleichung fiir  tiber T—'R, und daher e Ganzp-1g(T71R).
D: Sei § € Ganzp-1g(T7'R) mit x € S, t €T, und sei

z\%  ag_q rx\4-1 a T a 0
(7> + d1<f) T e
t Wq—1 wy t wWo 1

0 2+ ag 1z + .+ arx+ag B (;v)d adg—1 (x)d—l n ap

; — ...+7td_1t

ao
t BT

t

eine ganze Gleichung von 7 iiber T~'R. Setzt man s =wy - ... wg_, und w = t%s, so folgt s, w € T,

und die ganze Gleichung hat die Form

sed+a/) 2?1+ . +adlz+al 0

w 1
mit af,...,a’, , € R. Daher gibt es ein s’ € T mit s'(sz? +a},_ ;297! + ... + @}z + af)) = 0. Nach
Multiplikation mit (s’s)¢~! erhalten wir eine ganze Gleichung fiir s’sz iiber R. Daher ist s'sz € Ganzg(R)
und £ = £22 € T-'Ganzs(R). O
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3.3. Algebraische Korpererweiterungen

Definitionen und Bemerkungen 3.3.1. Sei R C S eine Ringerweiterung.

1. Fir eine Familie « = (x;);er in S sei Rlz] = R[{z; | i € I}]. Ist X = (X;)ier und R[X] der

Polynomring in (X;);er, so gibt es nach Bemerkung 2.2.8 genau einen R-Algebrenepimorphismus
¢o: R[X] — R[z], und dieser ist gegeben durch ¢, (f) = f(z) fur alle f € R[X]. Ist  die leere
Familie, so ist ¢, = idg.
Eine Familie @ = (x;);er in S heilt algebraisch unabhingig iber R, wenn ¢, injektiv ist, sonst
algebraisch abhéingig tber R. Genau dann ist x algebraisch abhéngig tiber R, wenn f(x) = 0
fir ein f € R[X]®*. Dann gibt es aber Indizes i1,...,4, € I mit f € R[X;,,..., X, ], und es ist
bereits die Teilfamilie (;,),ep1,,) algebraisch abhéngig iiber R. Ist a algebraisch unabhéngig
tiber R, so ist z; ¢ R fiir alle ¢ € I und z; # x; fiir alle ¢, j € I mit i # j.

Eine Menge B C S heifit algebraisch (un)abhingig iiber R, wenn die Familie (b)ycp das ist.
Genau dann ist B algebraisch abhéngig iiber R, wenn bereits eine endliche Teilmenge von B iiber
R algebraisch abhéngig ist. Ist [B] das von B erzeugte multiplikative Teilmonoid von S, so ist
B genau dann algebraisch unabhéngig tiber R, wenn [B] linear unabhéngig iiber R ist. Die leere
Menge ist definitionsgeméafl algebraisch unabhéngig tiber R.

2. Ein Element x € S heifit algebraisch {iiber R, wenn es ein f € R[X]® gibt mit f(z) = 0
[Aquivalent: {x} ist algebraisch abhéngig tiber R]. Ist x nicht algebraisch iiber R, so heifit
transzendent oder frei iiber R. Ist R ein Korper, so ist = genau dann algebraisch iiber R, wenn
x ganz iber R ist.

3. Seien K C L Korper (dann nennt man L/K oder K C L eine Kérpererweiterung). Fir C C L
sei K(C)={a"'b|a,be K[C], a+#0} C L ein Quotientenkdrper von K[C]. Dann ist K(C)
der kleinste Teilkorper von L, der K UC umfasst. Sind 1, p2: L — L’ Kérperhomomorphismen
mit ¢ | KUC =gy | KUC, so folgt o1 | K(C) = ¢ | K(C).

Die Korpererweiterung L/K heifit endlich erzeugt, wenn L = K(C') mit einer endlichen Menge
CcCL Ist C={x1,...,z,},s0s8ei K(C)=K(x1,...,2p).

4. Seien K C L Korper. Fiir eine Familie @ = (x;);cr in L sei K(x) = K({x; | i € I}). Ist
X = (Xi)ier und K[X] der Polynomring in (X;)icr, so heift sein Quotientenkérper K(X)
rationaler Funktionenkérper in X. Ist x algebraisch unabhéngig iiber K, so induziert ¢,
einen Isomorphismus K(X) — K(x). Man nennt dann K(x)/K eine rein transzendente
Korpererweiterung.

5. Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge C' C L heifit algebraisch iiber K, wenn jedes
Element von C iiber K algebraisch ist [&dquivalent: C' ist ganz Gber K|. Ist L algebraisch
iiber K, so nennt man L/K eine algebraische Korpererweiterung [&quivalent: L/K ist eine
ganze Ringerweiterung]. Ist L/K nicht algebraisch, so nennt man die Korpererweiterung L/K
transzendent und sagt auch, L ist transzendent tiber K.

Man nennt [L: K] = dimg L den Grad von L/K und L/K eine endliche Kdorpererweiterung,
wenn [L: K] < co. Man nennt
Alg; (K) = Ganzp(K) = {z € L | z ist algebraisch tiber K }
den (relativen) algebraischen Abschluss von K in L. Ist Alg; (K) = K, so heiit K (relativ)
algebraisch abgeschlossen in L [&quivalent: K ist ganz-abgeschlossen in L].
6. Sei n € N, und seien K, L, ,K1,..., K, Korper, so dass K C K; C L fiir alle ¢ € [1,n]. Dann

nennt man

HKi:Kl..“.Kn:K(Klu...UKn)CL
=1
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das Kompositum von Ki,...,K,. Der Korper K; -...- K, ist der kleinste Teilkorper von L,
der die Korper K1, ..., K, enthilt. Es ist K1 Ky = K;(K>).

7. Sei p: R — R’ ein Ringhomomorphismus, und seien R[X] und R'[X] Polynomringe. Dann
bezeichnen wir mit ¢1: R[X] — R’[X] den eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus mit
¢©1|R=¢ und ¢ | X = idx, und wir nennen ¢, die Fortsetzung von ¢ auf die Polynomringe.

Satz 3.3.2. Sei L/K eine Kérpererweiterung.
1. Sei K C M C L ein Zwischenkdrper.

(a) [L: K] =[L:M][M:K)]. Insbesondere ist L/ K genau dann eine endliche Kérpererweiterunyg,
wenn L/M und M/K beide endliche Korpererweiterungen sind.
(b) L/K genau dann algebraisch, wenn L/M und M/K beide algebraisch sind.
2. Ist L/K eine endliche Kérpererweiterung, so ist L/ K algebraisch.
3. Sei C C L und C algebraisch iber K. Dann ist K[C] = K(C), und K(C)/K ist algebraisch. Ist
C' endlich, so ist [K(C): K] < co.
4. Alg; (K) ist ein iber K algebraischer und in L relativ algebraisch abgeschlossener Kérper.

5. Seien K C M C L und K C K' C L Zwischenkorper, und sei M /K algebraisch. Dann ist auch
MK'/K’ algebraisch.

BEWEIS. 1. (a) folgt aus Satz 3.1.4.1, und (b) aus Satz 3.1.4.4.

2. Nach Satz 3.1.4.3.

3. Nach Satz 3.1.4.2 ist K[C]/K ganz, also algebraisch. Nach Satz 3.1.7.6 ist K[C] ein Kérper und
daher K(C) = K|[C]. Ist C endlich, so ist [K(C): K] < oo nach Satz 3.1.4.2

4. Nach Satz 3.1.4.5 ist Alg; (K) ein in L algebraisch abgeschlossener Koérper, und nach Definition
ist Alg; (K) algebraisch.

5. Ist M algebraisch tiber K, so ist M auch algebraisch tiber K’. Daher ist M K’ = K'(M) algebraisch
iiber K’ nach 3. |

Definitionen und Bemerkungen 3.3.3. Sei L/K eine Korpererweiterung.

1. Sei x € L algebraisch iber K und ¢,: K[X] — K|[z] der Einsetzungshomomorphismus (siche
Bemerkung 2.2.8.3). Dann ist 0 # Ker(¢,) = fK[X] mit einem eindeutig bestimmten normier-
ten Polynom f € K[X]\ K, und ¢, induziert einen Isomorphismus

¢5: K[X]/fK[X] = K[z] = K(z) C L mit ¢5(g+ fK[X])=g(z) firalle g e K[X].

Daher ist K[X]/fK[X] ein Korper und fK[X] <t K[X] ein maximales Ideal, also f irreduzibel.
f ist das einzige normierte irreduzible Polynom mit Nullstelle z und heiit Minimalpolynom
von z iber K [denn: Ist g € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom mit g(x) = 0, so ist
g € fK[X], also f|g und daher f = g].
Ist d = gr(f), soist (1,z,...,297!) eine K-Basis von K(z), also [K(x):K]=d [denn: Nach
Satz 3.1.2 ist (1,2,...,2%7 ) ein K-Erzeugendensystem von K (z). Seien a,...,aq_1 € K mit
ap+air+...,+ag_12971 =0. Dannist g =ap+ a1 X +... +ag 1 X! € K[X] und g(z) = 0,
also g € Ker(¢,) = fK[X] und daher f|g. Wegen gr(g) < gr(f) folgt g =0].

2. Seien L/K und L'/ K’ Kérpererweiterungen, ¢: K = K’ ein Isomorphismus, ¢;: K[X] = K'[X]
seine Fortsetzung auf die Polynomringe, f € K[X]\ K irreduzibel, x € L mit f(z) = 0 und
2’ € I’ mit ¢1(f)(2') = 0. Dann gibt es genau einen Isomorphismus @: K(z) = K'(2’) mit
?| K = ¢ und §(x) =2’ [denn: Die Einsetzungshomomorphismen induzieren Isomorphismen
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¢r: K[X]/fK[X] S K(z) und ¢ : K'[X]/¢1(f)K'[X] — K'(z'), und ¢; induziert einen
Isomorphismus ¢} : K[X]/fK[X] = K'[X]/¢1(f)K'[X]. Dann ist

T =¢nopio(¢n) " K(z) 5 K'(2)
der gewiinschte Isomorphismus. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich].

3. Seien L/K und L'/K Korpererweiterungen. Ein Korperhomomorphismus ¢: L — L’ heifit K-
Homomorphismus, wenn ¢ | K =idg . Wir bezeichnen mit Hompg (L, L") = Homg_a1g(L, L’)
die Menge aller K-Homomorphismen ¢: L — L’ und mit Gal(L/K) die Menge aller K-Iso-
morphismen ¢: L — L. Gal(L/K) = Homg (L, L)* ist eine Gruppe und heifit Galoisgruppe
von L/K. Ist ¢ € Homg (L,L’), = € L und f € K[X], so folgt o(f(z)) = f(p(x)).

4. Sei L/K eine Korpererweiterung. Zwei Elemente z, y € Alg; (K) heien konjugiert iber K,

wenn sie dasselbe Minimalpolynom {iber K haben. Ist x € Alg; (K) und ¢ € Homg (L, L), so ist
auch p(z) € Alg; (K), und = und ¢(x) sind konjugiert tiber K.
Ist L/ K algebraisch, so ist Homg (L, L) = Gal(L/K) (jeder K-Homomorphismus ¢: L — L ist
ein Isomorphismus ). [Beweis: Sei ¢ € Homg(L,L), = € L, f € K[X] das Minimalpolynom
von z tiber K und N = {z € L | f(z) = 0}. Dann ist N endlich, ¢(N) C N, und da ¢ injektiv
ist, folgt ¢(N) = N, also 2 € (N) C ¢(L). Daher ist ¢ surjektiv, also ein Isomorphismus. |

Satz 3.3.4. Sei K ein Kdérper.
1. Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung, so ist |K| < |L| < max{|K|,w}.
2. Sei f € K[X]\ K und ¥ eine Menge mit K C ¥ und |X| > max{|K|,w}. Dann gibt es eine
Korpererweiterung L/K mit L C X und ein x € L mit f(z) = 0.

BeEwEIS. 1. Fir f € K[X]\ K sei N(f) = {x € L| f(z) = 0} (diese Menge ist endlich). Dann ist
L=U{N(f)| f e KIX]\ K}, und aus Satz 1.3.7 folgt |L| < w|K[X]\ K|. Ist F(K) die Menge aller
endlichen Folgen in K, so ist ¢: F(K) — K[X], definiert durch (ag,...,a,)— ag+ a1 X + ...+ a, X",
eine surjektive Abbildung, und mit Satz 1.3.8 folgt |K[X]\ K| < |K[X]| < |F(K)| < max{|K|,w}.

2. Es gentigt, zu zeigen:

A. Es gibt einen Korper L1, ein Element 1 € L; und einen Korperhomomorphismus ¢: K — Ly, so

dass e1(f)(z1) = 0 (dabeiist e;: K[X] = e(K)[X] die Fortsetzung von ¢ auf die Polynomringe).
Sei A gezeigt und L' = ¢(K)(z1) C Ly. Dann ist L'/e(K) algebraisch, und aus 1. folgt
L'\ e(K)| < max{|e(K)|,w} = max{|K|,w} <[] =[Z\ K].
Daher gibt es eine injektive Abbildung &’: L'\ e(K) — X\ K. Sei C =¢'(L' \ ¢(K)), L= K UC, und
sei 2: L — L' definiert durch €| C' = &'~ und £| K = &. Dann ist £ bijektiv, und es gibt (genau) eine
Korperstruktur auf L, so dass € ein Korperisomorphismus ist. Dann ist K C L ein Teilkorper, und fiir
x =€ Y1) gilt e(f(x)) =21(f)(E(x)) = e1(f)(x1) = 0, also auch f(z) = 0.
Beweis von A. Sei f; € K[X]\ K normiert und irreduzibel mit f; | f. Dann ist L; = K[X]/f1 K[X]

ein Korper, es sei ¢*: K[X]| — L; der Restklassenhomomorphismus, 21 = ¢*(X) und ¢ = ¢* | K. Dann
ist e1(f1)(z1) = €*(f1) =0, und wegen e1(f1)|e1(f) ist auch &1(f)(z1) =0. O

Satz 3.3.5. Fiir einen Kérper K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Jedes (normierte) Polynom f € K[X]\ K hat eine Nullstelle in K.
(b) Jedes f € K|X]|\ K zerfillt iber K in Linearfaktoren, d. h.,

n
fch(X—xi) mit ce K*, neN und z1,...,7, € K.
i=1

(¢c) Jedes (normierte) irreduzible Polynom f € K[X]\ K ist linear [d. h., esist gr(f)=1]
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(d) K hat keinen echten algebraischen Erweiterungskorper.

BEWEIS. (a) = (b) Induktion nach n = gr(f). Im Falle n = 1 ist nichts zu zeigen.

n>2, n—1—-n: Sel gr(f) =nund ;1 € K mit f(z;) = 0. Dann gibt es ein f; € K[X] mit
f=(X —x1)f1, und wegen gr(f1) =n — 1 folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

(b) = (¢) Klar.

(¢) = (d) Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, = € L und f € K[X] das Minimalpolynom

von z iiber K. Dann ist f normiert und irreduzibel, und wegen gr(f) =1ist f = X —z, also z € K.
Damit folgt L = K.

(d) = (a) Nach Satz 3.3.4.2 O

Definition 3.3.6. Sei K ein Korper.
1. K heilit algebraisch abgeschlossen, wenn K die Bedingungen von Satz 3.3.5 erfiillt.

2. Ein Oberkorper L D K heiflt algebraischer Abschluss oder algebraische Hiille von K, wenn L
algebraisch abgeschlossen und L/K algebraisch ist.

Satz 3.3.7. Sei K ein Kdrper.

1. Sei p: K — K’ ein Kérperhomomorphismus. L/K und L' /K’ seien Kérpererweiterungen, LK
set algebraisch, und L' sei algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es einen Korperhomomorphismus
p: L—>L mitg|K =o.

2. K besitzt eine algebraische Hiille.

3. Sei p: K — K' ein Korperisomorphismus, K eine algebraische Hiille von K und K' eine alge-
braische Hiille von K'. Dann gibt es einen Korperisomorphismus p: K — K' mit | K = .
Sind insbesondere K und K algebraische Hillen von K, so gibt es einen K-Isomorphismus
¢ K — K.

4. Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung und ist L eine algebraische Hiille von L, so ist L
auch eine algebraische Hulle von K.

5. Sei L D K ein algebraisch abgeschlossener Oberkorper von K und K = Alg; (K). Dann ist K
eine algebraische Hiille von K.

6. Sei K eine algebraische Hiille von K, sei K C LcC K ein Zwischenkérper und ¢: L — K ein
K-Homomorphismus. Dann gibt es ein o € Gal(K/K) mit 0| L = ¢. Insbesondere gilt: Sind
x, y € K konjugiert iiber K. Dann gibt es ein o € Gal(K/K) mit o(x) = y.

BEWEIS. 1. Sei Q die Menge aller Paare (L1, 1), bestehend aus einem Zwischenkoérper K C Ly C L
und einem Korperhomomorphismus ¢1: Ly — L' mit p1 | K = ¢ (dann ist (K, ¢) € Q, also Q # 0).
Fir (L1, 1), (L2, p2) € Q definieren wir (Ly, 1) < (Lo, ¢2), wenn Ly C Ly und @9 | L1 = 1. Dann ist
(Q, <) eine teilgeordnete Menge. Ist S = {(Lx,pa) | A € A} eine Kette in Q, L* =J{Lx | A € A} und
©* = U{oxr | X € A}, so ist (L*, ¢*) eine obere Schranke von S in Q. Daher besitzt {2 ein maximales
Element (L*, ¢*), und es geniigt, L* = L zu zeigen.

Sei x € L. Dann ist x algebraisch iiber K, also auch iiber L*, und es sei f € L*[X] das Minimalpoly-
nom von x iiber L*. Sei ¢}: L*[X] = o*(L*)[X] die Fortsetzung von ¢* auf die Polynomringe. Dann
ist auch @3 (f) € ¢*(L*)[X] irreduzibel, und da L’ algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ein 27 € L’ mit
©5(f)(z1) = 0. Nach Bemerkung 3.3.3.2 gibt es einen Isomorphismus @*: L*(z) = ¢*(L*)(z1) — L'
mit g* | L* = ¢* und $*(z) = 1. Dann ist (L*(z),$*) € Q und (L*, ¢*) < (L*(x),$*), also L*(z) = L*
und daher z € L* wegen der Maximalitét von (L*, ¢*).

2. Sei ¥ eine Menge mit K C ¥ und |X| > max{|K|,w}. Sei Q die Klasse aller iiber K algebraischen
Erweiterungskorper L D K mit L C ¥ (Teilmenge). Jedes L € Q ist durch die Abbildung LxL — LXL,
(x,9) — (z+vy,ry) eindeutig bestimmt. Jede solche Abbildung ist eine Teilmenge von ¥4, und daher ist
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Q C P(2*) eine Menge. Fiir L, L' € Qsei L < I/, wenn L C L’ ein Teilkérper (nicht nur eine Teilmenge!)
ist. Ist nun £ C Q eine Kette, so ist | J £ eine obere Schranke von £ in €2, und nach dem Zorn’schen
Lemma besitzt 2 ein maximales Element L*. Dann ist L*/K algebraisch, also |L*| < max{|K|,w} < |X]
nach Satz 3.3.4.1, und wir zeigen, dass L* algebraisch abgeschlossen ist. Sei f € L*[X]\ L* normiert.
Nach Satz 3.3.4.2 gibt es eine Korpererweiterung Lj/L* mit L7 C ¥ und ein z € L} mit f(x) = 0.
Dann ist L*(z) € Q und L* < L*(x), also L* = L*(x) wegen der Maximalitdt von L* und daher z € L*
eine Nullstelle von f.

3. Nach 1. gibt es Kérperhomomorphismen %: K — K’ mit §|K = ¢ und @,: K’ — K mit
P, | K' = ¢!, Dann sind $,09p € Homg(K,K) und pop, € Homg/ (K', K') Isomorphismen nach
Bemerkung 3.3.3.4, und daher ist auch ® ein Isomorphismus.

4. L ist algebraisch iiber K nach Satz 3.3.2.1(b) und algebraisch abgeschlossen.

5. Nach Satz 3.3.2 ist K /K eine algebraische Kérpererweiterung. Sei f € K[X]\ K. Dann gibt es
ein o € L mit f(a) = 0, « ist algebraisch iiber K, also auch iiber K, und daher ist o € K. Nach Satz
3.3.5 ist K algebraisch abgeschlossen.

6. Nach 1. und Bemerkung 3.3.3.4 gibt es ein 0 € Homg (K, K) = Gal(K/K) mit o | L = ¢. Sind
x, y € K konjugiert iiber K, so gibt es einen K-Homomorphismus ¢: K(z) = K(y) — K mit ¢(z) =y
(nach Bemerkung 3.3.3.2) und daher ein o € Gal(K/K) mit o | K(z) = ¢, also o(z) = y. O

Satz 3.3.8. Sei R ein Bereich, K = q(R) und L/K eine Korpererweiterung.
1. Alg; (K) = R*~! Ganzr(R) [ein Element x € L ist genau dann algebraisch iiber K, wenn es ein
q € R*® gibt, so dass qr ganz Gber R ist].
2. Sei R C S C L ein Teilring, L = q(S) und S/R eine ganze Ringerweiterung. Dann ist L/ K
algebraisch.

3. Seix € L algebraisch iiber K, f € K[X] das Minimalpolynom von x iiber K und R = Ganzg (R).
Genau dann ist x ganz iber R, wenn f € R[X].

BEWEIS. 1. Nach Satz 3.2.4 ist R*"'Ganzy(R) = Ganzge-1(R*"'R) = Ganz,(K) = Alg, (K).

2. S ist ganz iiber R, also auch algebraisch iiber K. Daher ist S C Alg; (K). Da Alg;(K) ein
Korper ist, folgt L = q(S) C Alg; (K), und daher ist L/K algebraisch.

3. Wir konnen annehmen, dass L/K algebraisch ist. Sei L eine algebraische Hiille von L (also auch
von K), und seien za, ..., 2, € Lmit f = (X —z)(X—x3)-...-(X —z,). Dannist f € R[z, xa, ..., 7,][X],
und nach Satz 3.3.7.4 gibt es fiir jedes i € [2,n] ein 0; € Gal(L/K) mit z; = o;(x). Ist f € R[X], so ist
x ganz iiber R und nach Satz 3.1.4.4 auch iiber R.

Sei nun x ganz iiber R und g € R[X] ein normiertes Polynom mit g(x) = 0. Fiir i € [2,n] ist
0 = 0i(9(x)) = g(x;), also x; ganz iiber R. Die Koeffizienten von f liegen in R[x,xa,...,z,] N K, sind
also ganz iiber R und liegen daher in R. O

3.4. Transzendente Korpererweiterungen

Lemma 3.4.1.
1. Sei F ein freies abelsches Monoid mit Basis P # (). Dann ist |F| = max{|P|,w}.

2. Sei R # 0 ein kommutativer Ring und R[X] der Polynomring in der Familie X = (X;)ier mit
I#0. Dann ist |R[X]| = max{|R|, |I|,w}.

3. Ist R ein Bereich, so ist |q(R)| = |R].
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BEweis. 1. Wegen F = Nép) konnen wir F = NSP) C Z®) annehmen. Nach Satz 2.3.6 ist
|Z(P)| = max{|P|,w}. Die Abbildung Nép)x Nép) — ZWP) | (x,y) — x —y, ist surjektiv, und |N8p)| > w.
Daher folgt |[NS| < 12| < IN(P'x NS | = NP, also |F| = NS = max{|P|,w}.

2. Ist [X] das freie abelsche Monoid mit Basis {X; | ¢ € I'}, so ist R[X] ein freier R-Modul mit der
unendlichen Basis [X]. Nach Satz 2.3.6 und 1. folgt |R[X]| = max{|R|, |[[X]|} = max{|R|, |I], w}.

3. Ist R endlich, soist q(R) = R. Ist R unendlich, so ist die Abbildung R*xR — q(R), (z,y) — =~ 1y,
surjektiv, und es folgt |R| < |q(R)| <|R*xR| = |R]. O

Definition 3.4.2. Eine Familie @ = (2;);cr in L heifit Transzendenzbasis von L/K, wenn @ iiber
K algebraisch unabhéngig und L/K (x) algebraisch ist. Ist (x;);cs eine Transzendenzbasis von L/K, so
nennt man tr(L/K) = |I| den Transzendenzgrad von L/K (siehe Satz 3.4.4). Eine Menge B C L
heifit Transzendenzbasis von L/K, wenn die Familie (b)ycp eine Transzendenzbasis ist.

Satz 3.4.3. Sei L/K eine Kdrpererweiterung. Fir eine Teilmenge Z C L sei h(Z) = Alg, K(Z).
1. Fir Z C L und u € L sind dquivalent:
(a) ueh(Z2).
(b) Es gibt eine endliche Teilmenge E C Z und ein Polynom f € K[E][X]* mit f(u) = 0.
(¢c) FEs gibt ein Polynom F € K[Xy,..., X, X]und z1,...,2, € Z, s0 dass F(z1,...,2p,X) #0
und F(z1,...,2zp,u) =0.
2. h: P(L) — P(L) ist eine Hiillenoperation.
3. Fir eine Teilmenge B C L gilt:
(a) B ist genau dann h-unabhdingig, wenn B algebraisch unabhdngig tiber K ist.
(b) B ist genau dann ein h-Erzeugendensystem, wenn L/K(B) algebraisch ist.

BEWEIS. 1. (a) = (b) Sei f € K(Z)[X]® mit f(u) = 0. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner
der Koeffizienten konnen wir f € K[Z][X]® annehmen, und dann gibt es eine endliche Teilmenge E C Z
mit f € K[E]|[X]°.

(b) = (¢) Sei E ={z,...,2,}. Dann ist

F=> oz, 2)XY mit f, € K[Xy,...,Xp], fy =0 fiir fast allev >0, und F=>»_ f, X"
v>0 v>0
leistet das Gewiinschte.

(¢c) = (a) Esist F(z1,...,2n,X) € K(Z)[X]*.

2. Seien Z, Z' C Lund u, v € L.

H1. Z C h(Z): Offensichtlich.

H2. Aus Z C h(Z') folgt h(Z) C h(Z'): Sei Z C Alg,K(Z') und z € Alg, K(Z). Dann ist
K(Z) c Alg; K(Z'), also  auch algebraisch iiber Alg; K(Z') und daher = € Alg; K(Z').

H3. h(Z)=U{h(F)| E C Z endlich}: Nach 1.(b).

H4. Ist v € h(Z U {u}) \ h(Z2), so folgt v € h(ZU {v}): Sei K’ = K(Z). Dann miissen wir
zeigen: Aus v € Alg; K'(u) \ Alg; K’ folgt u € Alg; K'(v). Wegen v € Alg; K'(u) gibt es nach 1. ein
Polynom F € K'[U,V] mit F(u,V) # 0 und F(u,v) =0, und es ist F(U,v) # 0 zu zeigen (denn dann ist
u € Alg; K'(v)). Sei
F= Zg,,(V)U” mit ¢, (V) € K'[V], ¢,(V) =0 fiir fast alle v >0, und F(U,v) = Zgy(v)U” =0.

v>0 v>0
Dann ist g,(v) = 0 und daher ¢,(V) = 0 fur alle v > 0, da v ¢ Alg; K’. Damit folgt F' = 0, ein
Widerspruch.
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3.(a) Sei B algebraisch abhéngig iiber K und {b1,...,b,} C B eine minimale iiber K algebraisch
abhéngige Teilmenge von B. Sei F' € K[X1,...,X,]* mit F(by,...,b,) =0. Sei

F=Y F/(X1,.... X)X, mit F,€K[Xy,...,X,1], F,=0 fiir fast alle v > 0.
v>0

Sei v > 0 mit F, # 0. Da {by,...,b,_1} liber K algebraisch unabhéngig ist, folgt F,(b1,...,b,—1) # 0,
also auch F(by,...,bn—1,X,) # 0. Nach 1. ist daher b, € h(B\ {b,}), und nach Lemma 2.3.4 ist B
nicht h-unabhéngig.

Sei nun B nicht h-unabhéngig. Nach Lemma 2.3.4 gibt es ein b € B mit b € h(B\ {b}), und nach
1. gibt es ein Polynom F € K[X7,...,X,, X] und by,...,b, € B\ {b}, so dass F(by,...,b,, X) # 0 und
F(by,...,by,b) = 0. Insbesondere ist (b, ...,b,,b) und daher auch B algebraisch abhéngig iiber K.

3.(b) B is ein h-Erzeugendensystem <= L = Alg; (K (B)) < L/K(B) ist algebraisch. O

Satz 3.4.4 (Satz von der Transzendenzbasis). Sei L/K eine Korpererweiterunyg.

1. L/K besitzt eine Transzendenzbasis, und je zwei Transzendenzbasen von L/ K sind gleichmdachtig.
Genauer gilt: Ist BC W C L, so dass B iber K algebraisch unabhingig und L/K (W) algeb-
raisch ist, so gibt es eine Transzendenzbasis B* von L/K mit B C B* C W. Insbesondere gilt:
Ist L= K(W), so gibt es eine Transzendenzbasis B* von L/K mit B* C W.

2. |L| = max{|K]|, |tr(L/K)|, w}.

3. Sei K C M C L ein Zwischenkérper, B eine Transzendenzbasis von M /K und C eine Trans-
zendenzbasis von L/M. Dann ist BN C =0, und BU C ist eine Transzendenzbasis von L/K.
Insbesondere folgt tr(L/K) =tr(L/M) + tr(M/K).

BEWEIS. 1. Nach Satz 3.4.3 und Satz 2.3.5.

2. Sei @ = (2;)ies eine Transzendenzbasis von L/K und K[X] der Polynomring in X = (X;);e;.
Nach Bemerkung 3.3.1.4 ist K(x) = K(X) = q(K[X]), und nach Lemma 3.4.1 ist

K ()| = |[K(X)| = |[K[X]| = max{| K], [I], w} = max{|K]|, tr(L/K), w}.

L/K () ist algebraisch, und nach Satz 3.3.4 folgt |L| = |K(x)|.

3. Wir zeigen: 1) BUC ist algebraisch unabhéngig iiber K. 2) L/K(BU C) ist algebraisch.

1) Durch Widerspruch. Sei B U C' algebraisch abhéngig tiber K. Dann gibt es endliche Teilmengen
By C Bund C; C C, so dass Bj U(C; algebraisch abhéngig tiber K ist. Da B und C beide tiber K
algebraisch unabhéngig sind, ist By # ) und C; # 0. Sei By = {b1,...,b,} und Cy = {c1,...,cp} mit
m,n €N, b= (by,...,b,) und ¢ = (c1,...,¢m). Sei X = (X1,...,X,), Y =(Y1,....Y,,) und K[X,Y]
der Polynomring in (X,Y’). Dann gibt es ein F € K[X,Y]* mit F(b,c) =0. Wegen F(b,Y) € M[Y],
und da ¢ algebraisch unabhéngig iiber M ist, folgt F(b,Y ) = 0. Sei nun

F= > cuX)Y* mit cu(X)€K[X], ¢,=0 fiir fast alle p € N’
peNg

(wobei (Y1,...,Y,,)utm) = Y/ . . Yim ) Dann ist c,(b) = 0 fiir alle u € NI, aber es gibt ein
p € Ng* mit ¢, # 0. Daher ist b algebraisch abhangig iiber K, ein Widerspruch.

2) Die Kérpererweiterungen L/M(C) und M/K(B) sind algebraisch. Nach Satz 3.3.2.5 ist auch
MK(BUC)/K(BUQC) algebraisch. Aber MK(B U C) = M(C), und nach Satz 3.3.2.1(b) ist auch
L/K(BUC) algebraisch. O
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3.5. Affine Algebren: Normalisierungssatz und Nullstellensatz

Satz 3.5.1 (Noether’scher Normalisierungssatz). Sei K ein Korper, n € No, A = K[z1,...,z,]
eine affine K-Algebra, a << A, a# A.
1. FEs existieren 6, d € Ng mit 6 < d <mn und ty,...,tq € A, so dass gilt:
1) (t1,...,tq) ist algebraisch unabhingig uber K.
2) A ist ganz dber Klty,..., tq].
3) anNK[ty,...,ta] = gpty,...ta){ts415- -+ ta)-

2. Sind die Bedingungen in 1. erfillt, so ist d = dim(A) und 6 = dim(A/a). Insbesondere sind
die Zahlen d und ¢ eindeutig bestimmt. Ist A ein Bereich und L = q(4), so ist d =tr(L/K).

BeEwels. 1. I. SPEZIALFALL: (zq,...,x,) ist algebraisch unabhéngig iiber K. Wir zeigen mittels
Induktion nach n:

Es gibt iiber K algebraisch unabhéngige Elemente t1,...,t, € A und ein d € [0,n], so dass
ADKIty,...,t,] ganz ist, und a N K[t1, ..., tn] = gpy,e0] (Edrts - o tn)-

Wir kénnen annehmen, dass A = K[X3,...,X,] ein Polynomring ist. Im Falle n = 0 ist A = K und
nichts zu zeigen. Ist a = 0, so setzt man d = n und (t1,...,t,) = (X1,...,X,). Sei also a # 0.
n>1,n—1—-n: Sei Fea\K, und a = 4(F), falls n = 1. Sei nun k € N, so dass

F = E Quy oy X7 - Xpr mit ay,, o, € K.
Vl;“':VHE[OJC_l]

Fiiri € [1,n—1] sei ¥; = X; — X', Dannist A= K[V3,...,Y,_1, X,], und es folgt

F= 3 M+ XD Y+ XN (Y + X5 )
V1,...,Vn €[0,k—1]

= Z Qoo (Xrl:n,+z/1k+u2k2+...+un71k"71 + 9oy (Y1, Yo, Xn)) ,
V1,...,Vn €]0,k—1]
wobei fur alle (v1,...v,) € [0,k — 1]™ das Polynom gy, ... ., (Y1,...,Yh_1,X,) € K[Y1,...,Y,1][X,] in
X, einen Grad d,, < vp, + 1k + 12k% + ... + vp_1 k™! hat. Ist nun

m = max{v, + vk + vok? + . 4 vy k™! | (1, ) €10, =1]", ay,,...0, #0},
m=uv), +vik+vsk®+ ..+, k"N mit (f,...0) €[0,k—1]" und a=a,, ., € K*, so folgt
F=aX"+pma X" '+ . 4+ pXy+p mit p, € K[V,...,Y,1].

Daher ist X™ +a 1p, 1 X" +.. . +atp1 X, +a1(po— F) =0 eine ganze Gleichung fiir X,, iiber
K[Y1,...,Y,_1,F], und daher ist A = K[Y1,...,Y,_1,X,] ganz iber K[Y1,...,Y,_1,F]. Nach Satz
3.3.8.2 ist K(Xy,...,X,)/K(Y1,...,Y,_1, F) algebraisch und daher

n=tr(K(X1,...,X,)/K)=tr(K(V1,...,Yo_1,F)/K).

Nach Satz 3.4.4.1 ist (Y1,...,Y,—1,F) und daher (Y3,...,Y,_1) algebraisch unabhéngig iiber K, und
an K[Y1,...,Y,—1] < K[Y1,...,Y,_1]. Nach Induktionsvoraussetzung existieren ein d € [0,n — 1]
und t1,...,t,—1 € K[Y1,...,Y,_1], so dass gilt: (¢t1,...,t,—1) ist algebraisch unabhéngig iber K,
K[Yl, ceey Ynfl] D K[th . ,tn,ﬂ ist ganz, und an K[th . ,tn,ﬂ = K[tla--~7tn—1]<td+17 . ,tn,1>. Daher
sind Kl[t1,...,tp—1,F] C K[Y1,...,Y,_1, F] C A ganze Ringerweiterungen, und nach Satz 3.1.4 ist auch
A/K|t1,...,tn—1, F] ganz. Daherist K(X1,...,X,,)/K(Y1,...,Y,_1, F) algebraisch und (¢1,...,t,—1, F)
algebraisch unabhéngig tiber K.

Es ist nun noch aNK[t1,... . tn_1, F] = gy, 01,7t 1, - - s tno1, F) zu zeigen (dann setze man
t, = F, und es folgt die Behauptung des Spezialfalles). Die Inklusion O ist offensichtlich. Sei also
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feanKlty,...,tn—1,F]. Dann ist f = fo + FG mit fo € K[t1,...,tn—1] und G € K[ty,...,tn_1, F].
Wegen F' € a ist dann

fO = f —FGecan K[tl7 D 7tn71] = K[t1¢‘..,tn,1]<td+17 e ,t’n71> C Klt1,...;tn—1,F] <td+17 e 7tn71a F>
und daher auch f € gy, 4,y F) g1y tno1, F).

II. ALLGEMEINER FALL: Sei K[X3,...,X,] ein Polynomring und =: K[X1,...,X,] — A der
K-Algebren-Epimorphismus mit 7(X;) = x; fiir alle ¢ € [1,n]. Sei ¢ = Ker(n) < K[X1,...,X,]. Nach L
gibt es Y7,...,Y, € K[X1,...,X,] und ein d € [0,n], so dass gilt:

(Y1,...,Y,) ist algebraisch unabhéngig tiber K, K[X;,...,X,] D K[Y1,...,Y,] ist ganz, und
cn K[Yl, e ,Yn] = K[Y1,...,Yn] <Yd+1, ceey Yn>

Fir i € [1,d] sei y; = n(Y;). Dann ist A = 7n(K[X1,...,X,]) D n(K[Y1,...,Ya]) = K[v1,...,y4] ganz,
und 7g =7 | K[Y1,...,Yq]: K[Y1,...,Yq] = K[y1,...,ya] ist ein K-Algebrenepimorphismus mit Kern

CﬂK[Yl,...,Yd] = K[Yl,...,Yn]<Yd+1w'~aYn> ﬂK[}/l,...,Yd] =0.

Daher ist 74 ein K-Isomorphismus, und (yi,...,yq) ist algebraisch unabhéngig tiber K. Nach I. gibt es
t1,...,ta € Kly1,...,yq) und ein § € [0,d], so dass gilt:

(t1,...,tq) ist algebraisch unabhéngig tiber K, Klyi,...,yq] D Klt1,...,tq] ist ganz, und
an K[tl, .. ,td] = K[tl,...,td]<t6+17 - 7td>.
Dann ist aber auch A D K|tq,...,tq ganz.

2. Sei p: A — A/a der Restklassenhomomorphismus. Dann ist
Ker(p ‘ K[tl, R 7td]) = K[tl, R 7td] Na= K[tl,...,td]<t6+17 . ,td>

und daher p(K[tl, e ,th = K[tl, cee 7td]/K[t1,...,td] <t5+1, cee ,td> = K[tl, ce ,tg]. Da A D K[tl, cen ,td]
ganz ist, ist auch A/a D p(K[t1,...,tq]) ganz, und nach Satz 3.1.7.7 ist dim(A4) = dim(K[ty,...,tq])
und dim(A/a) = dim(p(K[t1, ..., t4))) = dim(K[t1,. .., t5)).

Ist A ein Bereich und L = q(A), so ist L/K(t1,...,tq) algebraisch, da A/K][ty,...,tq] ganz ist, und
damit folgt tr(L/K) = tr(K(t1,...,tq)/K) = d. Daher bleibt zu zeigen:

A. Ist A= K|ty,...,t,] und ist (¢1,...,t,) algebraisch unabhéngig iiber K, so ist dim(A) = n.

Beweis von A. Induktion nach n. Im Falle n = 0 ist A = K und dim(A) = 0. Sei also n > 1,
und gelte die Behauptung fiir Algebren mit weniger als n algebraisch unabhéngigen Erzeugenden. Wir
konnen annehmen, das A = K[X7, ..., X,] ein Polynomring ist.

Fir i € [1,n] ist K[X1,...,X,]/a(X1,... X)) 2 K[Xi41,...,Xn], und daher ist
0 C A(Xy) € a(X1,Xe) €...C a{Xy,...X,) CA

=

eine Folge in spec(A), also dim(A) >n. Seinun k € Nund 0 Cp; STpa ... Cpr & A eine Folge in
spec(A). Dann miissen wir k < n zeigen. Sei B = A/p;, m: A — B der Restklassenhomomorphismus
und z; = m(X;) fur allei € [1,n]. Dann ist 7|K =idg, B = K[x1,...,2y,] ist eine affine K-Algebra
und ein Bereich, und 0 C pa/p1 € ... C pr/p1 € B ist eine Folge in spec(B). Daher ist dim(B) > k—1.

Nach 1. gibt es y1,...,yn € Aund ein d € [0,n], so dass gilt: (y1,...,y,) is algebraisch unabhéngig
iber K, AD R=K|yi,...,Yyn] ist ganz, und pyNR = g{Yda+1,---,Yn). Nach Satz 3.1.7.1 ist pyNR#0
und daher d < n. Da A D R ganz ist, ist auch B D 7(R) ganz, und «(R) 2 R/p1 N R = Kly1,...,Yd)-
Nach Induktionsvoraussetzung ist d = dim(K]lyi,...,yq]) = dim(7(R) = dim(B) > k — 1 und daher
k<d+1<n. O

Satz 3.5.2. Sei R C A eine Ringerweiterung, R ein Bereich, n € Ny und A = R[z1,...,%,]. Dann
existieren ein d € [0, n], t1,...,tq € A und s € R®, so dass gilt: (t1,...,tq) ist algebraisch unabhdngig
iiber R, und ist B = R[t1,...,tq] C A, so ist [s|71A D [s] 1B ganz.
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BEWEIS. Sei K = q(R) = R*"'R. Dann ist R*'A = K[%,..., %] cine affine K-Algebra, und
nach Satz 3.5.1 gibt es ein d € [0,n] und iiber K algebraisch unabhéngige Elemente t},...,t/, € R*"'A,
so dass R*'A D KIt),...,t)] ganz ist. Fiir i € [1,d] sei t; = & mit t;, € A und w € R®, und es sei
B = R[t1,...,tq) C A. Wir zeigen:

A. Esist K[t},...,t}] = R*7'B, und (t1,...,tq) ist algebraisch unabhéngig iiber R.

Beweis von A. R*"!Bis eine K-Algebra und {t{,...,t,} C R*7'B, also K[t},...,t}] C R*7'B. Ist
f € R*7'B, so ist f von der Form

v v
f = ZVI:"'7VC1SN cyl"“’ydtll A tdd Z CVL”.7Vd (tl)yl (td>yd

v v 1 1
vi,...,va<N
o j : CV1,...,deV1+”'+Vd (tl)ul (td)yd o 2 : CV1,...,deV1+m+Vd t/yl t/ud
_— — Te e " — _— 1 T ee e " d
v w w v
V1, Va<IN V1, Va<SIN

mit N € N, ¢,,, .., € Rund v € R®, also f € K[t|,...,t}]. Fiir den Nachweis der algebraischen

Unabhéngigkeit von (¢1,...,t4) nehmen wir an, es bestehe in B eine Relation der Form
Z Conovgty -t =0 mit ¢, ., €R.
vi,...,va<N

Dann folgt (in R*~'B = K|[t},....t}])

0 L (tl)ul (td)”d CopppgW Tt 0

— = AR e — R B 5 1‘ Lo ld :7EK

1 2 1 w w o 1 1

Ve,V <
und daher ¢, . ,, =0 fir alle v, ...,vg < N. Damit ist A gezeigt.
Nach Satz 3.2.4 ist R*"'A = Ganzge-14(R*"'B) = R*"'Ganzs(B) und daher % =% € R*"'A

mit 8’ € R®* und y; € Ganz,(B) fiir alle ¢ € [1,d]. Dann gibt es ein s; € R®* mit s;8'z; = s;9;. Sei nun

s =s1+...-84 und s = s's”. Dann folgt sz; = s”y;, und daher (in [s]7*A) Bz 8o 5//% Mit y;
ist auch s"y; ganz iiber B, und daher ist £ ganz iiber [s| 'B. Wegen [s] 1A =[s]'R[Z, ... Zd] ist
dann [s]7'A D [s]7'B] ganz. O

Satz 3.5.3. Sei K C L eine Kérpererweiterung, R C K ein Bereich mit K = q(R) und L eine affine
R-Algebra. Dann ist [L:K] < oo, und es gibt ein a € R* mit K = Rla™'].

BEwEIs. Nach Satz 3.5.2 gibt es ein @ € R®, ein d € Ny und iiber R algebraisch unabhéngige
Elemente t1,...,tq € L, so dass L D Rl[t1,...,tq,a” '] ganz ist. Nach Satz 3.1.7.6 ist R[t1,...,tq,a "]

ein Korper, und da t1,...,tq auch iiber K algebraisch unabhingig sind, folgt R[t1,...,ts,a 1] &
R[a~][X1,..., X4]. Daher ist d = 0 und R[a"!] ein Korper, also Rla~!] = K. O

Satz 3.5.4 (Abstrakter Nullstellensatz). Sei K ein Korper, K eine algebraische Hiille von K und
A #£ 0 eine affine K-Algebra.

1. Fin Ideal a < A ist genau dann ein maximales Ideal von A, wenn es einen K-Homomorphismus
f: A— K mit Ker(f)=a gibt. Insbesondere ist Hompg (A, K) # 0.
2. Ein Element x € A ist genau dann nilpotent, wenn f(x) = 0 fir jeden K-Homomorphismus
frA-K.
BEwEIS. Wegen A # 0 ist der Strukturhomomorphismus ¢: K — A injektiv, und wir kénnen
K C A= K|xy,...,z,] annchmen.
1. Sei f: A — K ein K-Homomorphismus. Dann ist K C f(A) = K|[f(x1),..., f(z,)] C K, und
nach Satz 3.3.2.3 ist f(A) ein Kérper. Daher ist a = Ker(f) € max(A).
Sei nun a € max(A), w: A — A/a der Restklassenhomomorphismus und K’ = 7(K). Wegen
aNK =0ist 7| K: K = K’ ein Isomorphismus, und A/a = K'[r(x1),...,7(z,)] ist ein Kérper. Nach
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Satz 3.5.3 ist A/a D K’ endlich, also algebraisch, und nach Satz 3.3.7.1 gibt es einen Koérperhomomor-
phismus ¢: A/a — K mit ¢ | K’ = (7| K)~!. Dann ist f = por: A — K ein K-Homomorphismus mit
Ker(f) = a.
2. Sei x € A nilpotent und f: A — K ein K-Homomorphismus. Ist n € N mit 2™ = 0, so folgt
0= f(a2™) = f(x)" und daher f(z)=0.
Sei nun x € A nicht nilpotent, T = {z" | n € No} und j: A — A = T~1A der Quotientenhomomor-
phismus. Dann ist
1 0 — — T z, 1
—#-€A und A = K[—,...,—,f}.
z 1 1 1 2
Daher ist A # O eine affine K-Algebra und besitzt ein maximales Ideal @. Nach 1. gibt es einen K-
Homomorphismus f: A — K mit Ker(f) =d Dannist f = foj: A — K ein K-Homomorphismus,
und f(z) = f(%) #0, da £ € A* und daher £ ¢ @. O

Definition 3.5.5. Sei K ein Korper, n € N, K[X] mit X = (Xq,...,X,,) ein Polynomring und
L/K eine Korpererweiterung. Fiir eine Teilmenge X C K[X] sei
Ve(X)={zeL"| (VfeX) f(z) =0} C L".
Eine Teilmenge Z C L™ heifit eine iiber K definierte algebraische Menge, wenn Z = V(X) fir eine
Teilmenge ¥ C K[X].
Offensichtlich ist V(X) = Vi (g1x)(X)) fiir eine Teilmenge X C K[X].

Satz 3.5.6 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Sei L/K eine Korpererweiterung, n € N,  K[X] mit
X = (X1,...,Xy) ein Polynomring, a C K[X] ein Ideal, m: K[X] — A = K[X]/a der Restklassenho-
momorphismus und x; = m(X;) fir alle i € [1,n].

1. Es gibt eine bijektive Abbildung
®: Homg (A, L) — Vi(a), gegeben durch ®(p) = (o(x1),...,p(zn)).

Ist insbesondere L eine algebraische Hiille von K, so ist V(a) # 0.

2. Sei L eine algebraische Hille von K und P € K[X]. Genau dann ist P(z) = 0 fir alle z € Vp(a),
wenn es ein m € N gibt mit P™ € a.

3. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann ist
max(K[X]) = {K[X]<X1 — 21y ,Xn — Zn> ‘ (Zl, .. .,Zn) eK" } .

BeEWEIS. 1. Die Abbildung ¥: Homg (K[X], L) — L™, definiert durch ¥(f) = (
fur alle f € Homg (K[X], L), ist bijektiv, und fiir alle z € L™ und P € K[X] ist ¥
Genau dann ist z € Vi (a), wenn ¥~!(2)|a =0, und daher ist

Vi(a) = U({f € Homg (K[X],L) | f|a=0}).
Nun ist aber auch w: Homg (A, L) — {f € Homg (K[X],L) | f|a = 0}, definiert durch w(p) = pom,
bijektiv. Daher ist ® = Yow: Homg (A, L) — Vp(a) bijektiv, und fir ¢ € Homg (A, L) ist
O(p) = W(pom) = (pom(X1),..., pom(Xn)) = (p(21), .-, p(2n)) -
Ist L eine algebraische Hiille von K, so ist Hompg (A, L) # 0 nach Satz 3.5.4.1 und daher auch V,(a) # 0.

2. Ist m € N mit P™ € a, so ist P™(z) = P(z)™ =0 und daher P(z) =0 fiir alle z € Vp(a).

Sei nun P™ ¢ a fiir alle m € N, also 7(P) € A nicht nilpotent. Dann gibt es nach Satz 3.5.4.2
ein ¢ € Homg(A,L) mit 0 # o(m(P)) = pon(P(X1,...,Xn)) = Plo(x1),...,0(x,)), aber es ist
(p(z1), ..., p(xn)) € VL(a).
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3. Fir z = (21,...,2,) € K" sei m; = gx)(X1 — 21,..., Xy — 2,) und e, € Homg (K[X], K)
definiert durch €, (P) = P(z) fir alle P € K[X]. Wegen X; = (X; — z;) + 2; fiir alle ¢ € [1,n] hat jedes
P € K[X] eine Darstellung

—C—&—Z i —2)P;, mit ¢=P(z) und P,...,P, € K[X],

und es folgt Ker(e,) = m, € max(K[X]). Ist umgekehrt m € max(K[X]), so gibt es nach Satz 3.5.4.1
eine K-Homomorphismus f: K[X] — K mit Ker(f) =m. Ist z = (f(X1),...,f(X,)) € K™, so ist
f =¢e, und daher m = m,. O

3.6. Separabilitat

Bemerkung und Definition 3.6.1. Sei p € P, K ein Kérper mit char(K) =pund K D K ein
algebraisch abgeschlossener Oberkorper.
1. ¢: K — K, definiert durch ¢(z) = 2P, ist ein Koérperhomomorphismus und heifit Frobe-
niushomomorphismus. Fir alle z, y € K und e € Nist (z + y)pc = 2P° + y?". Insbesondere
sind

KV ={aeK |’ €K}, und KV~ = U{Kl/p5|e€N} Teilkorper von K .

mit f(a) =0, also a = a?" € K, o ¢ K fiir allem € [0,n — 1] und f = (X —a)?" € K[
Angenommen, es sei f = gh mit g, h € K[X]\ K. Dann folgt g = (X — a)* mit k € [1,p

also +¢(0) = of € K, und es sei k = p™] mit m € [0,n — 1] und [ € N, so dass p 1 [. Dann sind [
und p™ ™™ teilerfremd, es gibt u, v € Z mit ul + vp”~ " = 1, und es folgt

2. Seia € K\ KP und n € N. Dann ist f = X?" —a € K[X] irreduzibel [Beweis: Sei a € K
J
J,

m

o = P WEUPTTT) — (o F)u (0P" )Y € K| ein Widerspruch ] .

Definition und Satz 3.6.2. Sei K ein Kiorper, K D K ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper
und f € K[ X]|\ K.
1. Die Anzahl N(f) der Nullstellen von f in K hingt nur von f ab.

f heiBlt separabel, wenn N(f) = gr(f) [&quivalent: f hat in keinem Erweiterungskorper von K
mehrfache Nullstellen]. Andernfalls heifit f inseparabel.

2. Ist f irreduzibel iber K, so ist f genau dann inseparabel, wenn f' = 0.

3. Genau dann ist f' =0, wenn char(K) =p € P, und f = g(XP) fir ein Polynom g € K[X].

4. Sei f irreduzibel iber K und N(f) =k € N. Dann gibt es einl € N und ein irreduzibles separables
Polynom g € K[X] mit f = g(X!). Ist char(K) =0, so istl=1. Ist char(K)=p ¢ P, so istl
eine p-Potenz. Genau dann ist f separabel, wenn | =1. Ist c € K* der hichste Koeffizient und
sind aq,...,ar € K die Nullstellen von f, so ist

k
:cH(X—aé) und f—cH —o)t, also gr(f) =1k.
=1

[ heifit Inseparabilititsgrad von f.
5. Der Korper K heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X]\ K separabel ist.

Ist char(K) =0 oder K algebraisch abgeschlossen, so ist K vollkommen. Ist char(K) =p € P,
so ist K genau dann vollkommen, wenn K = KP [d. h., jedes Element von K ist eine p-te
Potenz, und es ist K = K'/P~ |. Insbesondere ist jeder endliche Korper vollkommen.
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BEwEIS. 1. Sei K; = Algz(K). Nach Satz 3.3.7.5 ist K, eine algebraische Hiille von K und alle
Nullstellen von f in K liegen in K;. Daher geniigt es, zu zeigen: Sind K; und K, algebraische Hiillen
von K, so hat f in K; gleich viele Nullstellen wie in K. Seien also K; und K5 algebraische Hiillen von
K. Dann gibt es nach Satz 3.3.7.3 einen K-Isomomorphismus ¢: K7 — Ks, und dieser induziert eine
bijektive Abbildung der Nullstellen von f in K; auf die Nullstellen von f in K.

2. Ist f/ = 0, so ist jede Nullstelle von f in K eine mehrfache Nullstelle, also f inseparabel. Sei
nun f irreduzibel und inseparabel. Dann hat f in K eine mehrfache Nullstelle a. Sei g € K[X] das
Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist g| f und g| f’, und da f irreduzibel ist, folgt f = cg mit
¢ € K* und daher f|f'. Wegen gr(f’') <gr(f) ist f/=0.

3. Sei

f= ZanX" mit a, € K, a, =0 fiir fast alle n >0, also f' = ZnanX"_l.
n>0 n>1

Genau dann ist f = 0, wenn na,, = 0 fiir alle n > 1. Ist char(K) = 0, so ist das genau dann der Fall,
wenn a, = 0 fiir alle n > 1, also f € K. Ist char(K) = p € P, so ist genau dann f’' = 0, wenn a,, = 0 fiir
alle n > 1 mit p { n, wenn also

f= Zaijpj =¢g(X?) mit ¢g= Zaijj.

Jj=0 j>0

4. Ist f separabel, so zerfillt f iiber K in verschiedene Linearfaktoren, und es folgt die Behauptung.
Sei also f inseparabel. Nach 2. ist f’ = 0, und nach 3. gibt es ein Polynom g € K[X] mit f = g(XP).
Sei e € N maximal, so dass f = g(XP?") mit einem Polynom g € K[X]. Dann ist g irreduzibel. Wire g
inseparabel, so folgte g = g1(XP) mit einem Polynom ¢; € K[X] nach 2. und 3., im Widerspruch zur
Maximalitiit von e. Daher ist g separabel, also g = ¢(X — 1) -... (X — By) € K[X] mit c € K*,
m € N und verschiedenen ,..., 3, € K. Fiir j € [1,m] sei 3; = yj * mit v; € K. Dann sind 71, . .., Ym
verschieden, und es folgt

f=gXx?)=c J]X™ =) =c [[(x -
j=1 j=1

Daher ist m = k und {v1,...,vm} = {a1,...,ar}.

5. Ist char(K) = 0, so gibt es kein irreduzibles inseparables Polynom. Sei also im Folgenden
char(K) =p e P.

Ist a € K\ KP?, so ist das Polynom X? — a inseparabel und irreduzibel nach Bemerkung 3.6.1 und
daher K nicht vollkommen.

Sei nun K = K? und f € K[X]\ K mit f' = 0. Wir zeigen, dass f reduzibel ist (dann gibt es kein
irreduzibles inseparables Polynom in K[X]). Nach 3. ist f = g(X?) mit einem Polynom g € K[X]. Sei

p
g= ZanX” mit a, € K = KP, also a, =08 . Dannist f= ZbﬁX”p = (Z an”> ,
n>0 n>0 n>0

also f reduzibel. Ist K endlich, so ist die Frobeniusabbildung x +— 2P eine injektive und daher auch
surjektive Abbildung K — K. Daher ist K = KP. O

Definition 3.6.3. Sei L/K eine Korpererweiterung.

1. Eine Element o € L heifit separabel iiber K, wenn « iiber K algebraisch und das Minimalpoly-
nom von « iiber K ein separables Polynom ist [#dquivalent: « ist Nullstelle eines separablen
Polynoms f € K[X]]. « heifit inseparabel iiber K, wenn « iiber K algebraisch und nicht
separabel ist.
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2. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes a € L tiber K separabel
ist, andernfalls inseparabel [insbesondere ist iiber einem vollkommenen Korper jede algebraische
Korpererweiterung separabel |.

3. Ein Element a € L heiBt rein inseparabel iiber K, wenn char(K) =p € Pund of" € K fiir ein
n € Ny. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit rein inseparabel, wenn jedes a € L
iiber K rein inseparabel ist

Satz 3.6.4. Sei L/K eine Kérpererweiterung, char(K) =p € P und a € L.
1. Genau dann ist « separabel und rein inseparabel uber K, wenn o € K. Ist insbesondere L/K
algebraisch, so ist L/K genau dann separabel und rein inseparabel, wenn L = K.

2. Sei K C M C L ein Zwischenkorper. Ist o separabel tber K, so ist a auch separabel tiber M.
Ist insbesondere L/ K algebraisch und separabel, so sind auch L/M und M /K separabel.

BEWEIS. 1. Sei n € Ny minimal mit o” = a € K. Ist n =0, so ist @ € K und daher « separabel und
rein inseparabel iiber K. Ist n > 0, so ist nach Bemerkung 3.6.1 das inseparable Polynom X?" —a € K[X]
das Minimalpolynom von « iiber K und daher « inseparabel iiber K.

2. Sei f € K[X] das Minimalpolynom von « iiber K und g € M|[X] das Minimalpolynom von « iiber
M. Dann ist g| f, und f hat in einer algebraischen Hiille L von L keine mehrfachen Nullstellen. Daher
hat auch ¢ in L keine mehrfachen Nullstellen, und « ist separabel iiber M. O

Definition und Satz 3.6.5. Sei L/K eine endliche Kéorpererweiterung.

1. Fir einen Kérperhomomorphismus ¢: K — F in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper F
sei Qi (p) die Menge aller Korperhomomorphismen : L — F mit ¢ | K = ¢. Dann héingt
QL k (@) nur von der Kérpererweiterung L/K ab.

[L:K]s = | k()| heifit Separabilititsgrad von L/K.

2. Sei L =K(«a), fe€ K[X] das Minimalpolynom von « iber K und [ der Inseparabilititsgrad von
f (also genau dann !l = 1, wenn « tber K separabel ist, und [ = p® mit e € N, falls char(K) =p
und « tiber K inseparabel ist). Dann ist [K(a): K] =1[K(a):K]s, o ist separabel iiber K,
und [K(a):K]s = [K(a!): K].

Insbesondere ist genau dann [K(«):K]s =1, wenn entweder o € K oder char(K)=p € P und
a rein inseparabel tiber K ist.

3. Sei K C M C L ein Zwischenkdérper. Dann ist [L:K|s = [L:M|s[M: K]s.

4. Genau dann ist [L:K|s = [L: K], wenn L/K separabel ist. Ist char(K) =p € P, so gibt es ein
e € Ng mit [L:K]|=p°[L:K]s.

Man nennt e den Inseparabilititsexponenten und p® den Inseparabilititsgrad von L/K.

5. Sei char(K) =p € P. Genau dann ist L/K rein inseparabel, wenn [L:K]s; = 1.

BEwEels. 1. Fiir i € {1,2} sei ¢;,: K — F; ein Korperhomomorphismus in einen algebraisch
abgeschlossenen Korper F;. Ist v;: L — F; ein Korperhomomorphismus mit ;| K = ¢;, so ist
¥i(L)/pi(K) algebraisch, also ;(L) C F] = Algp (pi(K)) und Qp k(i) = Qp/x(pi: K — F).
o007t 1 (K) — po(K) ist ein Korperisomorphismus, und nach Satz 3.3.7.3 gibt es einen Korperiso-
morphismus ¢: F| — F mit ¢|p1(K) = <pgo<p1_1. Dann ist aber ¢*: Qp/x (1) — Qr/x (p2), definiert
durch ¢*(¢1) = ¢o1)y, eine bijektive Abbildung.

2. Sei F eine algebraische Hiille von L und ¢ = (K — F). Nach Satz 3.6.2 gibt es ein k € N und
verschiedene aq,...,ar € F mit a = ay, so dass

k k
f= H(X —a;)!, und g= H(X —al) € K[X] ist separabel .

i=1 i=1
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Also ist o! separabel iiber K, und genau dann ist & = 1, wenn entweder o € K oder char(K) =p¢c P
und « rein inseparabel iiber K ist. Ist ¢ € Qg (a)/K (), so folgt ¥(a) € {a1,...,ax}, und die Zuordnung
Y+ () definiert eine bijektive Abbildung Qg o)/ (¢) — {a1,...,ar}. Daherist [K(a):K]s =k =
[K(a!):K] und [K(a): K] = kL.

3. Sei p: K — F ein Korperhomomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper F'.
Dann ist

Qr/k(p) = L-Ij Qr/m (@) und daher [L:K]s = [L: M][M:K]s.
YEQ Kk (¢)

4. Induktion nach [L: K]. Im Falle L = K ist nichts zu zeigen. Sei also [L:K] > 1 und gelte die
Behauptung fiir alle Korpererweiterungen kleineren Grades. Sei « € L\ K. Ist L/K inseparabel, so sei
« inseparabel iiber K. Nach 2. ist dann [K(«): K] =1[K(a): K]s mit [ = 1, falls « tiber K separabel
ist, und [ = p? mit d € N, falls char(K) =p € P und « iiber K inseparabel ist.

Ist L/K separabel, so ist « separabel iiber K, also [ = 1 und [K(«): K] = [K(«) : K]s. Da auch
L/K(«) separabel ist, folgt [L: K(a)] = [L: K(a)]s nach Induktionsvoraussetzung, und wir erhalten
[L:K]=[L:K(a)] [K(): K] = [L: K(a)]s [K(a): K]s = [L: K]s.

Ist L/K inseparabel und char(K) =p € P, soist [L:K(a)] = p’[L:K(a)]s mit b € Ny nach In-
duktionsvoraussetzung, und [L:K] = [L: K ()] [K(a): K] = p’[L: K(a)]sp? [K(a): K]s = p*T¢[L: K]s.

5. Induktion nach [L: K]. Im Falle L = K ist nichts zu zeigen. Sei also [L: K] > 1 und gelte
die Behauptung fir alle Kérpererweiterungen kleineren Grades. Sei a@ € L\ K, und sei « nicht rein
inseparabel, falls die Kérpererweiterung L/K nicht rein inseparabel ist.

Ist L/K nicht rein inseparabel, so ist [K(a):K]s > 1 nach 2. und daher [L: K], > 1. Ist L/K rein
inseparabel, so ist auch L/K(«) rein inseparabel, also [L: K(«)]s = 1 nach Induktionsvoraussetzung,.
Nach 2. ist [K(a): K]s = 1, und damit folgt [L: K], = 1. O

Definition und Satz 3.6.6. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.
1. Sei C C L, L= K(C), und seien alle o € C' separabel iber K. Dann ist L/K separabel.

2. Sei Lo ={a € L |« ist separabel iber K }. Dann ist Lo der grifite iber K separable Zwischen-
kérper von L/K, und die Kérpererweiterung L/Lg ist rein inseparabel. Ist L/K endlich, so ist
[Lo: K] =[L:K]s.

Lo heifit separabler Abschluss von K in L. Ist L algebraisch abgeschlossen, so nennt man Lg
eine separable Hille von K.

3. Sei K C M C L ein Zwischenkérper, und seien L/M und M/K separabel. Dann ist auch L/K
separabel.

4. Seien K C K' C L und K C M C L Zwischenkdrper, und sei M /K separabel. Dann ist auch
K'M/K' separabel.

BEWwEIS. 1. Sei @ € L und seien aq,...,a, € C mit a € K(ay,...,a,). Fir i € [0,n — 1] ist ayq1
separabel iiber K; = K(a1,...,q;), und nach Satz 3.6.5 folgt
n—1 n—1
[K(an, ... 0n): K] = [[[Ki(ei): K] = [] [Ki(i): Kils = [K(an, ..., 0n): K.
i=0 i=0

Daher ist K(aq,...,a,)/K separabel, also ist auch « separabel tiber K.
2. Nach 1. ist K(Lg)/K separabel, also K(Lg) C Lo, Daher K(Lg) = Ly der grofite tiber K
separable Teilkorper von L. Sei nun char(K) =p € P und « € L. Nach Satz 3.6.5.2 gibt es ein e € Ny,

so dass o iiber K separabel ist. Dann folgt aber o?° € Ly und daher ist « iiber Lg rein inseparabel.
Ist L/K endlich, so ist [L:Lg]s = 1 nach Satz 3.6.5.5 und daher [Lo: K] = [Lo: K]s = [L: K]s.
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3.Seiacl, f=X"4+a, 1 X" '+...+a1X +ag € M[X] das Minimalpolynom von « iiber M und
My = K(ag,...,an—1) C M. Dann ist f auch das Minimalpolynom von « iiber My, also « separabel
iiber My. Da auch My/K separabel ist, folgt
[Mo(a): K] = [Mo(ar) : Mp] [My: K] = [Mo(a): Mols [Mo: Kls = [Mo(a): Ks.
Daher ist My(«)/K separabel und auch « separabel {iber K.

4. Es ist K'M = K'(M), und alle « € M sind separabel iiber K, also auch tiber K'. Daher ist
K'M/K' separabel nach 1. O

Satz 3.6.7. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung, und sei char(K) = p € P. Dann sind
aquivalent :

(a) L/K ist separabel.

(b) L=KLP.
(c) Fiir allee € N ist L = KLP".
(d) Fir alle e € N und jede K-Basis (uq,...,uy) von L ist auch (u’fg, ...,uP") eine K-Basis von L.

BEWEIS. (a) = (b) Die Korpererweiterung L/K LP ist separabel und rein inseparabel.

(b) = (¢) Induktion nach e. Fiir e = 1 ist nichts zu zeigen.

e>1,e—e+1: Aus L= KLP folgt LP = KPLP"" und L = KL? = KKPLP"" = KLP""".

(¢) = (d) Seie e Nund (ug,...,u,) cine K-Basis von L. Dann ist L = KLP = g (uf”, ... uf"),
und wegen [L:K] =mnist (u}",... uP") linear unabhiingig iiber K.

(d) = (a) Sei (u1,...,uy) eine K-Basis von L und Ly der separable Abschluss von K in L. Dann
ist L/ Ly rein inseparabel, und daher gibt es ein e € N, so dass ufe € Ly fir alle ¢ € [1,n]. Damit folgt
L=l ... ub) C Ly, also L = L. 0

Definition und Satz 3.6.8. Sei K/K eine Kirpererweiterung, und seien L und M Zwischenkdrper
von K/K.
1. Sei jede uber K linear unabhdingige Teilmenge von L auch uber M linear unabhdangig. Dann ist
jede tiber K linear unabhdngige Teilmenge von M auch tiber L linear unabhdngig.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so nennt man L und M linear disjunkt tber K.
2. Sei K C M' C M ein Zwischenkérper. Genau dann sind L und M tber K linear disjunkt, wenn
gilt: L und M’ sind linear disjunkt tiber K, und LM’ und M sind linear disjunkt iber M’'.

BEweEIs. 1. Durch Widerspruch. Sei B C M linear unabhéingig iiber K und linear abhingig
tiber L. Dann gibt es n € N, r € [1,n], verschiedene by,...,b, € B und y1,...,y, € L*, so dass
biyr1 + ...+ bpyn =0, (Y1,...,¥r) ist linear unabhéngig iiber K und {yr41,.--,Un} C K{Y1s---, Yr)-
Fiir i € [r + 1,n] sei

T T n T T n
Yi = Zai’pyp mit a;, € K. Dannist 0= Zypbp + Z Zaiypypbi = Z(bp + Z ai,pbi>yp.
p=1 p=1 i=r+1 p=1 p=1 i=r+1

(y1,...,yr) ist linear unabhéngig iber M. Daher folgt

b, + Z a; sb; =0 furalle p e [l,r], im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von B iiber K.
i=r+1

2. Seien zuerst L und M linear disjunkt iiber K. Dann ist jede iiber K linear unabhéngige Teilmenge
von M (also insbesondere jede iiber K linear unabhéngige Teilmenge von M) linear unabhéngig tiber
L. Daher sind auch L und M’ linear disjunkt iiber K. Wir nehmen an, LM’ und M seien nicht linear
disjunkt tiber M’. Sei also B C M linear unabhéngig iiber M’ und linear abhangig iiber LM’. Dann gibt
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eseinn € N| verschiedene by, ..., b, € B und Elemente y1,...,y, € (LM')*,sodass y1b1+...+ynb, = 0.
Sei (u;)ier eine K-Basis von L. Dann ist (u;);er linear unabhéngig iiber M, also auch iiber M’, und
M'UL C py{u; | i€ I) € M'[L]. Fur alle ¢, j € I ist u;u; € L. Daher ist v (u; | 4 € I) ein Ring,
und es folgt p(u; | ¢ € I) = M'[L]. Da LM’ ein Quotientenkérper von M’[L] ist, kénnen wir (nach
Hochmultiplizieren der Nenner) y, € M'[L] fiir alle v € [1,n] annehmen, und dann ist

n
Yy = Zamui mit a,; € M, a,; =0 fir fast alle i €1, also Z(Z a,,7ibl,)ui =0.
el el v=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (u;);er iiber M folgt

n
> ayib, =0 fiiralle i €1,
v=1
also a,; =0 fiir alle ¢ € I und v € [1,n] wegen der linearen Unabhéngigkeit von (by,...,b,) tiber M’, im
Widerspruch zu y,, # 0.

Seien nun L und M’ linear disjunkt tiber K, und seien LM’ und M linear disjunkt tiber M’. Sei
(ui)ier eine K-Basis von M’ und (v;);cs eine M'-Basis von M. Nach Voraussetzung ist (u;)ier linear
unabhéngig iiber L, (v;);es linear unabhéngig iiber LM’, und nach Satz 3.1.4.1 ist (u;v;)@j)erxs
eine K-Basis von M. Wir nehmen an, L und M seien nicht linear disjunkt iiber K. Sei B C L linear
unabhéngig iiber K, aber linear abhéngig tiber M. Dann gibt es ein n € N, verschiedene by,...,b, € B
und y1, ...,y € M* mit byy; + ...+ byy, = 0. Fiir v € [1,n] sei

Yy = Z Qyijuv; mit a,;; € K, a,;; =0 fir fast alle (¢,7) € IxJ.

(i,5)€IxJ
Dann folgt
Z(Z Z byal,,wu,;)vj = O7 also Z Z b,,am,jui =0 und Z bl,am,j =0 fiir alle (l,j) elxJ
jeJ el v=1 i€l v=1 v=1

wegen der linearen Unabhéngigkeit von (v;);ecs ttber LM’ und von (u;);cr iiber L. Damit erhalten wir
einen Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von B iiber K. ]

Satz 3.6.9. Sei K/K eine Kérpererweiterung, und seien L und M Zwischenkorper von K /K. Sei
M/K algebraisch und L/K rein transzendent. Dann ist auch LM /M rein transzendent, und L und M
sind linear disjunkt tiber K.

Ist L = K(C) mit einer iber K algebraisch unabhdngigen Menge C, so ist C' auch algebraisch
unabhdngig iber M, und LM = M(C').

BEWEIS. Sei L = K (C') mit einer {iber K algebraisch unabhéngigen Menge C'. Dann ist LM = M (C),
und wir nehmen an, C sei algebraisch abhéngig iiber M. Dann gibt es ein n € N und verschiedene
t1,...,tn € C,s0dass (t1,...,t,) iber M algebraisch abhéngig ist. Dann ist M (¢1,...,t,)/K(t1,...,tn)
algebraisch, und es folgt

tr(M(ty,. .. tp)/K)

tr(M(ty, ... )/ K (1, ... tn)) +tr(K(t1,...,t,)/K) = n+0
= tr(M(ty,...,t,)/M)+tr(M/K) = tr(M(t1,...,tn)/M).

Daher (t1,...,t,) doch algebraisch unabhéngig iiber M.

Wir miissen noch zeigen, dass L und M iiber K linear disjunkt sind. Da C' auch tiber M algebraisch
unabhéngig ist, konnen wir annehmen, L = K(X) sei ein rationaler Funktionenkérper in einer Familie
X von Unbestimmten. Wir nehmen an, L und M seien nicht linear disjunkt iiber K, und es sei B C M
eine iiber K linear unabhangige Menge, die iiber L linear abhéngig ist. Dann gibt es ein n € N,
verschiedene by, ..., b, € B und Elemente y1,...,y, € L*, sodass byy1 +...+b,y, = 0. Sei (X1, ..., Xk)
eine endliche Teilfamilie von X mit {y1,...,yn} C K(Xi,...,Xs). Nach Multiplikation mit einem
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gemeinsamen Nenner konnen wir {yi,...,y,} C K[Xy,...,Xy] annechmen. Dann gibt es verschiedene
Monome my,...,my € [X1,...,Xg], so dass fiir alle v € [1,n]
N N n n
Yy = ch,jmj mit ¢, ; € K, also 0= Z(Z c,,,jbl,)mj mit Z ¢y b, € M.
j=1 j=1 wv=1 v=1

Da (X31,...,Xk) Uber M algebraisch unabhéngig ist, ist (mq,...,my) lber M linear unabhéngig. Daher
folgt

chﬁjby =0 firalle je[l,N], also ¢,; =0 firallere[l,n]undje[l,N],

v=1

ein Widerspruch zu y1,...,y, € L*. |

Satz 3.6.10. Sei K ein Korper, char(K) =p € P, L/K eine separabel algebraische Kérpererwei-
terung, K O L ein algebraisch abgeschlossener Oberkéorper und K'/?~ < K. Dann sind L und K'/P~
linear disjunkt uber K.

BEWEIS. Durch Widerspruch. Sei B C L linear unabhéngig iiber K und linear abhéngig iiber
K'P™_ Dann gibt es ein n € N, verschiedene by, ...,b, € B und Elemente y1,...,y, € (K?7)* mit
biyy + ... +bpyn = 0. Sei L' = K(by,...,b,) und e € N, so dass 4%~ € K fiir alle v € [1,n]. Nach Satz
3323 ist n < m = [L': K] < oo, und es seien by41,...,b, € L', so dass (by,...,by) eine K-Basis
von L' ist. Da L'/K separabel ist, ist (b’l’e7 ...,bP") eine K-Basis von L’ nach Satz 3.6.7. Insbesondere
ist (b’fe, ...,bP") linear unabhingig iiber K, aber bzl’eyfﬂ o PR = (byyr 4 ..+ bpyn)? =0, ein
Widerspruch. O

r n

Definition 3.6.11. Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Transzendenzbasis B von L/K heifit
separierend, wenn L/K (B) separabel ist. Die Korpererweiterung L/K heifit
e separabel erzeugt, wenn sie eine separierende Transzendenzbasis besitzt;

e separabel, wenn jeder iiber K endlich erzeugte Zwischenkorper von L/K {iber K separabel
erzeugt ist.

Satz 3.6.12 (Kriterium von MacLane). Sei K ein Korper, char(K)=p € P, L/K eine Kiorperer-
weiterung, K O L ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper und K'/?~ C K.

1. Ist L/K separabel erzeugt, so sind L und KY?™ linear disjunkt iber K.

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) L und K'/P~ sind linear disjunkt iber K.
(b) L und K7 sind linear disjunkt tiber K.
(c) Es gibt ein e €N, so dass L und K'/?" diber K linear disjunkt sind.
(d) L/K ist separabel.

Genauer gilt: Ist K C Ly C L ein Zwischenkorper und Ly = K(C) mit einer endlichen
Menge C, so gibt es eine separierende Transzendenzbasis B von Lo/K mit B C C.

Insbesondere ist jede separabel erzeugte Korpererweiterung separabel.

BEWEIS. 1. Sei B eine separierende Transzendenzbasis von L/K. Nach Satz 3.6.9 sind K(B) und
K/ linear disjunkt iiber K, und nach Satz 3.6.10 sind L und K (B)Y/?” linear disjunkt iiber K (B).
Wegen K'/?7(B) ¢ K(B)YP” sind auch L und K'/?”(B) = K(B)K?™ linear disjunkt iiber K(B),
und nach Satz 3.6.8 sind auch L und K'/P” linear disjunkt iiber K.

2. Firee Nist K ¢ KY/P ¢ K'/?" ¢ K'/?™ und daher folgt (a) = (b) = (c) = (b).
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(b) = (d) Wir zeigen die genauere Aussage durch Induktion nach |C|. Ist C' = (), so ist nichts zu
zeigen. Sei also |C] = n > 1 und gelte die Behauptung fiir Koérpererweiterungen mit weniger als n Erzeu-
genden. Seir = tr(Lo/K), also r < n. Ist r = n, so ist C eine Transzendenzbasis und nichts zu zeigen.
Sei also r < n und C = {x1,...,2,}, so dass tr(K(z1,...,2r41)/K) =7r. Sei F € K[X1,...,X,41]*

ein Polynom kleinsten Totalgrades mit F(z1,...,2,4+1) = 0. Dann ist F irreduzibel, und wir zeigen
zunéchst :

A. F¢ K[XT,...,XP ]

Beweis von A. Angenommen, es sei F € K[X7,..., X} ,]. Dannist F =cymi + ...+ cym? mit
s € N und verschiedenen Monomen my,...,ms € K[X1,..., X, 1], und es folgt

S p S
0=F(x1,...,Tr41) = (Zci/pmi(xl,...,xrﬂ)) , also Zcil/pmi(x17...,xr+1):0.
i=1 i=1

Daher ist (mi(x1,...,&p41),...,Mms(T1,...,Tr41)) € L® linear abhéngig iiber K'? also auch iiber K,
da K'/? und L iiber K linear disjunkt sind. Daher gibt es by, ..., b, € K, so dass

(b1m1 + ...+ bsms)(xl, e 7£L'T+1) = 0,

aber das Polynom bymq+...+bsms € K[X1,...,X,+1] hat kleineren Totalgrad als F, ein Widerspruch.
Damit ist A gezeigt.
Sei (nach geeigneter Umnummerierung) F ¢ K[X?, Xo,..., X, 1], also

F=> FX{ mit F€K[X,...,X,1], Fi=0 fiir fast alle i >0,
i>0

und F; # 0 fiir ein j > 0 mit p 1 j. Sei

f= F(lel”z, e ,l’r+1) = ZFi(z% e 7$r+1)Xi € K[Cﬁm .- ~,17r+1][X1} :
i>0

Da F; kleineren Totalgrad als F' hat, ist Fj(za,...,2,41) # 0, also f ¢ K|z, ..., 2,41][X7]. Insbesondere
ist f ¢ K(xo,...,2,41)[X}] und f # 0. Wegen f(z1) = 0 ist 27 algebraisch iiber K(xo,...,2m41).
Daher ist (za,...,2,41) algebraisch unabhéngig tiber K. Also ist auch (Xi,2,...,2,41) algebraisch
unabhéngig tiber K, und daher ist der Einsetzungshomomorphismus

o= o n ) KX, Xe] = KXy, 22, 3] = Klwa, 2] [X0]

X1,Z2, .y Trq1)

ein Isomorphismus. Wegen f = ¢(F) ist f irreduzibel in K[zo,...,z,4+1][X1]. Da K[za,...,2,+1] fakto-
riell ist, ist f auch irreduzibel in K (zs, ..., 2,41)[X1], und wegen f ¢ K(za,...,z,4+1)[X7]ist f separabel.
Folglich ist 7 separabel algebraisch iiber K (xa,...,2y4+1) und auch iber K(xa,...,2,). Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es eine Transzendenzbasis B von K(xa,...,2,) mit B C {za,...,z,}, so dass
K(xa,...,2,)/K(B) separabel algebraisch ist. Dann ist aber auch K(C)/K(B) separabel algebraisch.

(d) = (a) Angenommen, L und K/P™ seien nicht linear disjunkt iiber K. Dann gibt es eine endliche
Teilmenge C' C L, die linear unabhingig iiber K, aber linear abhéngig iiber K/P” ist. Dann ist K(C)/K
separabel erzeugt, und nach 1. sind K(C) und K'/?” linear disjunkt iiber K, ein Widerspruch. |

Korollar 3.6.13. Ist K ein vollkommener Kérper, so ist jede Korpererweiterung L/K separabel.

BeEwEIs. Ist char(K) = 0, so ist nichts zu zeigen. Ist char(K) = p, so ist K'Y~ = K, und die
Behauptung folgt nach Satz 3.6.12. a



72 3. RING- UND KORPERTHEORIE
3.7. Derivationen

Definitionen und Bemerkungen 3.7.1. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Derivation
(von Rin M) ist eine Abbildung D: R — M, so dass fiir alle a, b € R gilt:

D(a+b)=D(a)+D() und D(ab) =aD(b)+bD(a).

1. Sei D: R — M eine Derivation und Ry C R ein Teilring. Genau dann ist D| Ry = 0, wenn D
Ry-linear ist. [Beweis: Fiir A € Ry und = € R ist D(Az) = AD(x) + xD()). Ist D| Ry =0, so
ist D Rg-linear. Ist D Ryp-linear, so liefert © = 1 die Gleichung D(A\) = AD(1) = AD(1) +D()),
also D| Ry =0].

2. Sei D: R — M eine Derivation und Ry = {mlg | m € Z} C R der Primring. Dann ist D | Ry = 0.
[Beweis: D(1) = D(1-1) = D(1)+ D(1), also D(1) = 0 und daher D(m1) = mD(1) = 0 fiir alle
m € 7).

3. Der(R, M) bezeichne die Menge aller Derivationen von R in M. Sind D, D" € Der(R, M) und
A € R, so folgt D+ D' € Der(R,M) und AD € Der(R,M). Damit ist Der(R,M) ein
R-Modul. Fiir einen Teilring K C R sei Derg(R,M) = {D € Der(R,M) | D|K = 0}. Die
D € Derg (R, M) heiflen K-Derivationen (von R in M). Derg(R,M) C Der(R, M) ist ein
R-Untermodul. Wir setzen Der(R) = Der(R, R) und Derg (R) = Derg (R, R).

4. Sei ¢: M — M’ ein R-Modulhomomorphismus. Ist D € Der(R, M), so ist oD € Der(R, M),
und D — oD ist ein R-Modulhomomorphismus Der(R, M) — Der(R, M'). Ist insbesondere
M C M’ ein R-Untermodul, so ist auch Der(R, M) C Der(R, M') ein R-Untermodul.

5. Sei D € Der(R, M). Fiir x € R* ist D(z7!) = —272D(x).
[Beweis: 0 = D(1) = D(z~'x) = 27 1D(x) + «D(z~1)].
6. Sei R[X] mit X = (X;);er ein Polynomring. Fiir alle i € I ist dann die formale partielle

Ableitung l
0

0X;

. R[X] — R|X]

eine Derivation.

Sei jetzt R C M eine Ringerweiterung. Fiir eine Derivation D € Der(R, M) und f € R[X]
entstehe fP € M[X] durch Anwendung von D auf die Koeffizienten. Explizit :

Fiir f= > fow X{ X2 sei fP= YT D(fu, )XY X
VlyeooyUn >0 VlyeooyUn >0
Dann ist D: R[X] — M[X], definiert durch D(f) = f2, eine Derivation von R[X] in M[X]
und heif3t triviale Fortsetzung von D.

Definitionen und Bemerkungen 3.7.2. R sei ein Ring und M ein R-Modul.
Auf R @® M sei eine Multiplikation definiert durch

(a,u) - (b,v) = (ab, av + bu) .

Damit wird R @ M zur R-Algebra mit Einselement (1,0) und wird mit Rx M bezeichnet. Der
Strukturhomomorphismus e¢: R — Rx M, definiert durch e(a) = (a,0), ist ein Monomorphismus, die
Projektion p: RXxM — R, definiert durch p(a,u) = a, ist ein R-Algebren-Epimorphismus, und fiir alle
w€ M ist (0,u)?=(0,0). Esist (RxM)* = {(a,u) € RxM |a € R*} [Beweis: Ist (a,u) € (RxM)*,
so ist a = p(a,u) € R*;ist a € R* und u € M, so folgt (a,u)- (a~ !, —a=2u) = (1,0)].

Fiir eine Abbildung F: R — M sei F*: R — RxM definiert durch F™(a) = (a, F'(a)). Es ist
poF* =1idg. Ist K C R ein Teilring, so ist F' genau dann K-linear, wenn F'* K-linear ist.
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Satz 3.7.3. Sei R ein Ring und M ein R-Modul.
1. Fine Abbildung D: R — M ist genau dann eine Derivation, wenn D"*: R — Rx M ein
Ringhomomorphismus ist.
2. Zu jedem Ringhomomorphismus G: R — RxM mit puoG =idgr gibt es genau eine Derivation
D € Der(R,M) mit D* =G (es ist dann G(a) = (a, D(a)) fir alle a € R).
3. (Fortsetzung von Derivationen). Sei D: R — M eine Derivation, ¢: R — A eine kommutative

R-Algebra, P ein A-Modul, ¢: M — P ein R-Modulhomomorphismus und D’: A — P eine
Abbildung. Dann sind dquivalent :

(a) D' ist eine Derivation mit D'op = ¢oD.
(b) D'*: A — Ax P ist ein Ringhomomorphismus, poD'™ =ids und D' op = (¢, p)oD™
(dabei ist (o, ¢): Rk M — AX P definiert durch (o, ¢)(a,u) = (¢(a), ¢p(u))).

R—2 .M R -2 RxM
v’l laﬁ Sal J(swb)
A2, p AP Axp

BeEwels. 1. Fir all a, b € R ist D*(a)D*(b) = (a, D(a))-(b, D(b)) = (ab, aD(b) + bD(a)) und
D*(ab) = (ab, D(ab)). Daher ist D* genau dann ein Ringhomomorphismus, wenn D eine Derivation ist.

2. Sei G: R — Rx M ein Ringhomomorphismus mit goG = idg. Fiir eine Abbildung D: R — M
ist genau dann D* = G, wenn G(a) = (a, D(a)) fiir alle a € R. Daher gibt es genau eine Abbildung
D: R — M mit D* = G, und diese ist nach 1. eine Derivation.

3. Nach 1. geniigt es zu zeigen: Genau dann ist D'op = ¢goD, wenn D™ oy = (@, ¢)oD™. Fiir
a € Rist aber D" op(a) = (p(a), (D'op)(a)) und (g, p)oD*(a) = (¢, ¢)(a, D(a)) = (¢(a), $oD(a)),
woraus die Behauptung folgt. a

Satz 3.7.4. Sei R C A eine Ringerweiterung, n € N, x = (z1,...,z,) € A™ und A = R[x].
Sei R[X] mit X = (X1,...,X,) ein Polynomring, ¢z: R[X] — A der Einsetzungshomomorphismus
und £ C R[X] mit Ker(¢z) = px)(E). Sei M ein A-Modul, D: R — M eine Derivation und
(v1,...,0,) € M™. Dann sind dquivalent:

(a) Es gibt eine Derivation D': A— M mit D'|R = D und D'(x;) = v; fir alle i € [1,n].
(b) Fir alle f € E ist

Sind diese Bedingungen erfillt, so gibt es genau eine Derivation D’ € Der(A, M) mit D'|R = D und
D'(z;) = v, fiir allei € [1,n]. Ista € A und a = F(x) mit F € R[X], so folgt

D'(a) = FP(z) + Z 88)1; (z)v; .

Insbesondere gilt: Ist D' € Derg(A, M) und D'(x;) =0 fir alle i € [1,n], so ist D' = 0.

BEWwEIS. Nach Satz 3.7.3 gibt es genau dann eine [eindeutig bestimmte | Derivation D’ € Der(A, M)
mit D'|R = D und D'(z;) = v; fiir alle ¢ € [1,n], wenn es einen [eindeutig bestimmten] Ringhomo-
morphismus G: A — Ax M gibt, so dass poG =idy, G|R = D" und G(z;) = (x;, v;) fir alle

€ [1,n]. Dabei kann man auf die Bedingung poG = id4 verzichten, denn aus den iibrigen Bedingungen
folgt: paoG: A — A ist ein Ringhomomorphismus mit poG|R = poD* = idg und poG(x;) = x; fir
alle i € [1,n], also folgt poG =idy.
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Genau dann gibt es einen [eindeutig bestimmten ] Ringhomomorphismus G: A — AXM mit G | R = D%
und G(z;) = (z;, v;) fir alle i € [1,n], wenn es einen [eindeutig bestimmten]| Ringhomomorphismus
G: R[X] — Ax M gibt, so dass G(f) = 0 fiir alle f € B, G|R= D% und G(X;) = (z;,v;) fiir alle
i € [1,n). Nun gibt es aber genau einen Ringhomomorphismus G: R[X] — AxM mit G|R = D* und

G(X;) = (x;,v;) fir alle ¢ € [1,n], und dieser ist gegeben durch

é( Z L X1 X;’) = Z D*(¢) - (z1,01)" - (2, 00)""
v=(v1,...,vn)ENG veNy

Firx e A, ve M und v € Ny ist

(2, 0)" = [(2.0) + (0,0)]" = () (£779,0) - (0.0)) = (2,0) + v(z*~1,0) - (0.0)
0

Daher folgt fiir c € R und (vq,...,v,) € N}

D¥(e)-(wr,00)" - (@n,va)"™ = (&, D(e)) - [T}, 0) + (0, i} oy)]

=1
n
_ v, =2 V1 L pViel wi—1 Vil | =2 .
= (¢, D(c)) - (xl R E vielt - e T e UZ>
1=1
n
Vi i—1 Vs
= (cx’fl R AL D (6) AR e E crizyt xSt T vi) ,
i=1

Folglich gilt fur alle f € R[X]

G = (@), 7@ + 3" S @)

Fiir f € E ist f(2) = 0 und daher genau dann G(f) = 0, wenn

Gla) = G(F) = (Fl@), FP(@) + 3 g @)vi) = (a.D'(@)).
O

Satz 3.7.5. Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul, D: R — M eine Deriwation und T C R®
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es genau eine Derivation D': T 'R — T~ 1M,
so dass

(2 =2y irteT /() = tP@) —aD(t)
D(l)_ 1 fir alle a € R, wund firt e T ist dann D(t)_ 2 .
Insbesondere folgt:

1. Ist R ein Bereich, K = q(R) und M ein K-Vektorraum, so gibt es genau ein D' € Der(K, M)
mit D'|R = D.
2. Ist R ein Kérper und Ry C R der Primkorper von R, so ist D| Ry = 0.
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BEWEIS. Der R-Modulisomorphismus 7T '(Rx M) — T"*RxT~1M ist ein Ringisomorphismus
(nachrechnen!), vermdge dessen wir die beiden Ringe identifizieren. j: R — T"'Rund j': M — T~'M
seien die Quotientenhomomorphismen (dann ist auch (j,7'): Rx M — T~ RxT~'M der Quotien-
tenhomomorphismus). Nach Satz 3.7.3.3 gibt es genau dann eine [eindeutig bestimmte| Derivation
D' € Der(T7'R,T7'M) mit D' oj = j'oD, wenn es einen [eindeutig bestimmten] Ringhomomorphis-
mus G: T 'R — T 1 (RxM) gibt mit poG =idp-15 und Goj = (j,j")oD*, das heifit, mit

a\ (a D(a) .
(*) G(I) = (I’ il ) fir alle a € R.
Definiert man Go: R — T7'(Rx M) durch Gp(a) = (%, Dga)), soist Go(T) C (T7*(Rx M))*, und

daher gibt es genau einen Ringhomomorphismus G: T7'R — T~ Y(Rx M) mit Goj = Gy, also (*).
Damit folgen Existenz und Eindeutigkeit von D'.
Ista € Rund t € T, so folgt

+ 297 =G5

171 tT ot
also
o) - e( ) - (-2 (2 - 3. 2ot
und daher D/(%> ) D(a)t; WD (t) |
1. und 2. sind nun offensichtlich. (|

Satz 3.7.6. Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L\ K mit L = K(a) und D € Der(K).
1. Ist a transzendent iber K, so gibt es zu jedem u € L genau eine Derivation D' € Der(L) mit
D'|K =D und D'(a) = u.
2. Sei a algebraisch iber K und f € K[X] das Minimalpolynom von a iber K.
(a) Ist a separabel iber K, so gibt es genau eine Derivation D’ € Der(L) mit D'| K = D, und
fir diese ist
fP(a)

)
(b) Ist a inseparabel iber K, so gibt es genau dann eine Derivation D' € Der(L) mit D' | K = D,
wenn fP = 0. Ist fP =0, so gibt es zu jedem u € L genau eine Derivation D' € Der(L)
mit D' | K = D und D'(a) = u.
BeEWEIS. Mit Satz 3.7.4, angewandt auf (D: K — K — L) € Der(K, L).
1. Nach Satz 3.7.4 (mit F =) gibt es zu jedem u € L genau ein D; € Der(K]|a], L) mit D;(a) = u,
und nach Satz 3.7.5 gibt es genau ein D’ € Der(L) mit D’ | K|[a] = D;.
2. Esist L = K[a] = K[X]|/fK[X]. Ist u € L, so gibt es nach Satz 3.7.4 genau dann eine Derivation
D’ € Der(L) mit D' | K = D und D’(a) = u, wenn fP(a)+ f’(a)u = 0, und dann gibt es nur eine solche.
Ist a liber K separabel, so ist f’(a) # 0 und es folgt die Behauptung. Ist a iiber K inseparabel, so gibt
es genau dann eine Derivation D’ € Der(L) mit D'| K = D und D’(a) = u, wenn f?(a) = 0. Da f
normiert ist, ist gr(fP) < gr(f), also genau dann fP(a) = 0, wenn f° = 0. O

D'(a) =

Satz 3.7.7. Sei L/K eine endlich erzeugte Kérpererweiterung, n € N, x = (x1,...,2,) € L™ und
L=K(z).
1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) L/K ist separabel algebraisch.
(b) Zu jeder Derivation D € Der(K) gibt es genau eine Derivation D’ € Der(L) mit D' | K = D.
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(C) DerK(L) = 0.

2. Sei K[X] mit X = (X1,...,X,) ein Polynomring, ¢5: K[X] — K[x]| der Einsetzungshomo-
morphismus und Ker(¢z) = gix1(f1,..-, fm) (mit m € N und fi,...,fm € K[X]). Sei
s =dimy, Derg (L). Dann ist

Af; )

0X; () i€ll,n], je[l,m]’

und s € Ny ist die kleinste Zahl mit folgender Eigenschaft:

s:n—Rang(

Es gibt Indizes 1<1iy <...<is<mn, sodass L/K(zi,...,z;, ) separabel algebraisch ist.
3. Genau dann ist L/K separabel, wenn dimp, Derg (L) = tr(L/K).

BEWEIS. 1. (a) = (b) Die Behauptung folgt nach Satz 3.7.6 mittels Induktion nach n.

(b) = (c¢) Sei D € Derk(L), also D|K = 0 € Der(K). Die Derivationen D € Der(L) und
0 € Der(L) sind Fortsetzungen von 0 € Der(K), und daher ist D = 0.

(¢) = (a) Angenommen, L/K sei nicht separabel algebraisch. Sei (z1,...,2,) (mit r € Ny) eine
Transzendenzbasis von L/K.

FALL 1: L/K(z1,...,z,) ist separabel. Da L/K nicht separabel algebraisch ist, folgt » > 0. Nach
Satz 3.7.6.1 gibt es eine Derivation D; € Der(K (x1,...,z,)) mit D1 | K(z1,...,2,-1) = 0 und Dy (z,) =
1. Nach dem in (a) = (b) Gezeigten gibt es eine Derivation D € Der(L) mit D | K(z1,...,2,) = D;.
Dann ist aber 0 # D € Derg (L).

FALL 2: L/K(x1,...,x,) ist inseparabel. Sei char(K) = p € P und M der separable Abschluss
von K(x1,...,2,) in L. Dann ist [L: M] > 1, L/M ist rein-inseparabel, und es sei M C M; C L
ein maximaler Zwischenkorper. Ist a € L\ My, so folgt L = Mj(a), a ist inseparabel iiber My, und
nach Satz 3.7.6.2 gibt es eine Derivation D € Der(L) mit D|M; = 0 und D(a) = 1. Dann ist aber
0# D € Derg(L).

2. Nach Satz 3.7.5 ist die Abbildung

p: Derg (L) — Derg (K|[z|, L), definiert durch p(D) = D|K]|x],
ein L-Vektorraumisomorphismus. Nach Satz 3.7.4 ist die Abbildung
Ao: Derg(K[x],L) — L™, definiert durch Ao(D) = (D(z1),...,D(xy)),
ein L-Vektorraummonomorphismus mit

— 0X;

Bi(\o) = {(vl, o up) € LT

(z)v; = 0 fiir alle j € [1,m] } .

3

Daher ist A = Agop: Derg (L) — L™ ein L-Vektorraummonomorphismus, fir alle D € Derg (L) ist
A(D) = (D(zx1),...,D(zy)) und Bi(A) = Bi(\g). Es folgt

n— Rang( of; (m)) sy = dmeBi00) = dimg Derye(Klz], L) = dimy Derye(L) =s.
K2 SN, g ,m

Sei nun (Dq,...,Dy) eine L-Basis von Derg(L). Dann ist (A(D1),...,A(D;)) € (L™)® eine L-Ba-
sis von Bi(A). Daher hat die Matrix (D;(2:))je1,s),ic[1,n] den Rang s, und es sei (nach geeigneter
Umnummerierung) det((D;(;))i je(1,s) 7 0. Wir setzten M = K(x1,...,7,) und zeigen, dass L/M
separabel algebraisch ist. Nach 1. geniigt es, Derp (L) = 0 zu zeigen. Ist D € Derp; (L) C Derg (L), so
gibt es ¢1,...,cs € Lmit D =c¢1D1+ ...+ ¢;Ds, und fiir alle ¢ € [1, s] folgt

0=D(z;) = chDj(xi) und daher ¢; =...=¢;=0, also D=0.
j=1
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Es bleibt die Minimalitdt von s zu zeigen. Sei also ¢t € [0,n] und seien 1 < 43 < ... < iy < n, so
dass L/K(zi,,...x;) separabel algebraisch ist. Dann miissen wir s < ¢ zeigen. Sei (nach geeigneter
Umnummerierung) L/K(z1,...,x¢) separabel algebraisch. Sei

A Derg (L) — L' definiert durch \*(D) = (D(x1),...,D(x)).
Dann ist A* ein L-Vektorraumhomomorphismus mit
Ker(\*) = {D € Derg (L) | D(z1) = ... = D(x:) =0} = Derg (s,
Daher folgt s = dimy, Derg (L) = dimy, Bi(\*) < t.

3. Nach 2. istr =tr(L/K) < s, und es ist r < s, falls L/ K nicht separabel ist. Ist L/K separabel, so
gibt es eine separierende Transzendenzbasis (z1,...,2,) von L/K. Daher s <r nach 2., also s =r. O

2)(L) =0 (nach 1.)

.....






CHAPTER 4

Potenzreste und quadratisches Reziprozitatsgesetz

4.1. Allgemeines iiber Potenzreste

Definition 4.1.1. Seien m, n € N>5. Eine ganze Zahl a € Z heifit n-ter Potenzrest modulo m,
wenn es ein ¢ € Z gibt mit ¢ = 2™ mod m [&quivalent: a4+ mZ ist eine n-te Potenz in Z/mZ]. Man
nennt a im Falle n = 2 einen quadratischen Rest, im Falle n = 3 einen kubischen Rest und im Falle
n =4 einen biquadratischen Rest.

Ist @ € Z und ggT(a,m) = 1, so bezeichnet ord,,(a) die Ordnung von a + mZ in der Gruppe
(Z/mZ)*.

Lemma 4.1.2. Seia € Z und n € N.

1. Seim =p{* ... -pSr mit r € N, verschiedenen Primzahlen p1,...,p, und ey, ..., e, € N. Genau
dann ist a ein n-ter Potenzrest modulo m, wenn fir alle i € [1,r] a ein n-ter Potenzrest modulo
o, -
p;* ist.

2. SeipeP, ec N und a=pb mitd e Ny und b € Z\ pZ. Genau dann ist a ein n-ter
Potenzrest modulo p©, wenn

o entweder d > e

e oder d<e, d=0 modn, und b ist n-ter Potenzrest modulo p°~2.

BEWEIS. 1. Chinesischer Restsatz.

2. Im Falle d > e ist a = 0 = 0™ mod p°. Sei also im Folgenden d < e.

Sei a = p?b ein n-ter Potenzrest modulo p¢, d < e und x € Z mit 2™ = a mod p°. Dann gibt es
ein u € Z mit 2" = pb + p°u = pd(b+ p¢~%u). Ist nun x = p°y mit ¢ € Ny und y € Z \ pZ, so folgt
p"ey™ = pd(b + p°~u), also d = nc und y" = b mod p¢~<.

Ist d = nc < e mit ¢ € Ny, und ist y € Z mit y™ = b mod p°~¢

, 80 (p°y)™ = a mod p°. |

Bemerkung 4.1.3. Aufgrund von Lemma 4.1.2 geniigt es, n-te Potenzreste fiir prime Restklassen
modulo Primzahlpotenzen zu studieren.

Lemma 4.1.4. Sei k € Ng.
1. Ist p € P\ {2}, so folgt (14 p)?" =1+ p"* mod p+2, und ord,r+1 (1 + p) = p*.
2. 52 =1+ 2542 mod 2643, und ordgrs(5) = 2%

BEwEIs. 1. Es geniigt, die Kongruenz zu zeigen, denn dann ist (1 +p)pk = 1 mod p**!, und im
Falle k > 1ist (1 —|—p)pk_1 =14 p* # 1 mod p**!. Induktion nach k. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen.
k>0, k— k+1: Nach Induktionsvoraussetzung ist (1+p)?" = 1+pr1 +upt+2 = 14 pF+1(1+pu)
mit v € Z und daher
p

(1 +p)p’°“ — Z <§>pj(k+1)(1 Fpul =14 pED( 4+ pu) = 14 p2 mod pFt3,
j=0

79
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denn v, (pPF Y (14 pu)?) = p(k + 1) > k+ 3, und fiir j € [2,p — 1] ist

Vp((§>pj(k+l)(1 +pu)j) >1+4+2(k+1)>k+3.

2. Es geniigt, die Kongruenz zu zeigen, denn dann ist 52° = 1mod 25+2, und im Falle k > 1 ist
52570 =1 4 ok+t # 1 mod 2F*2. Induktion nach k. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen.

k>0, k— k+1: Nach Induktionsvoraussetzung ist 52" = 1+ 28+2 4 2k+3y = 1 4 2k+2(1 4 20)
mit u € Z und daher 527" = 14 283(1 4 2u) + 22FH4(1 4 2u)2 = 1 + 253 mod 2++4, 0

Satz 4.1.5 (Struktur der primen Restklassengruppen). Seie € N.

1. Seip € P\ {2}. Dann ist (Z/p°Z)* eine zyklische Gruppe der Ordnung p°~'(p —1). Es ist
ordye (14p) = p°~1, ((1+p)+p°Z) = {a+p°Z | a € Z, a=1 mod p} C (Z/p°Z)*, und fiirx € Z
ist genau dann 27 "= 1 mod p°, wenn x =1 mod p. Ist w € Z mit (Z/pZ)* =F} = (w+pZ),
so folgt (Z/p°Z)* = (W " +p L, (1+p) +p°Z) = (" (1+p) +pZ).

2. |(Z/2°Z)%| = 2 1. Iste > 3, so ist (Z/2°L)% = (—1 + 2°Z, 5+ 2°Z) = Z/27 & Z,/2°~*Z. Es
ist ordae(5) =272 und (5+2°Z) ={a+2°Z|a€Z, a=1 mod 4} C (Z/2°Z)*.

Bewels. Fiir alle p € P ist (Z/p°Z)* = {a +p°Z | a € [0,p° — 1], p { a}, und daher folgt
(Z/p°Z)*| =p° —p* 1 =p*(p—1).

1. Nach Lemma 4.1.4.1 ist ordpe(1 +p) = p¢~ L. Sei w: (Z/p°Z)* — (Z/pZ)* der natiirliche
Epimorphismus, definiert durch w(a + p°Z) = a + pZ fir alle a € Z \ pZ. Dann ist

i —1)
p—1
und wegen Ker(m) ={a+p°Z|a€Z, a=1mod p} C ((1+ p)+ p°Z) folgt Gleichheit.
Istz € Zund 27" =1 mod p°, so folgt z = zP° = 1 mod p. Ist z = 1 mod p, soist x+p°Z € Ker()
und daher zP° =1 mod p°.
Sei w € Z mit (Z/pZ)* = (w + pZ). Wegen wP” = wmod p ist ordp(wpc_l) = p — 1, also auch
ordye (w?” ) =p—1 und ordye (w?” (14 p)) = p*(p—1). Damit folgt

[Ker(m)| = =p7 = ordye (1+p),

(Z/p°Z)* = (W (14 p) +p°Z) = (WP +p°Z, (1 +p) +p°Z).

2. Es geniigt, den Fall e > 3 zu betrachten. Nach Lemma 4.1.4.2 ist ordse(5) = 2°72. Sei
w: (Z)2°2)* — (Z/AZ)* der natiirliche Epimorphismus, definiert durch w(a + 2°Z) = a + 47 fiir alle
a € Z\ 2Z. Wegen |(Z/AZ)*| =2 ist |Ker(m)| = 272 = ordae(5), und wegen 5 + 2°Z C Ker(r) folgt
Gleichheit. Wegen —1+2°Z ¢ Ker(r) und ordse(—1) =2 folgt (Z/2°Z)* = (—=1+42°Z, 5+ 2°Z). O

Lemma 4.1.6. Sei G eine ( multiplikative) endliche abelsche Gruppe mit neutralem Element e und
a€G.

1. Sei ord(a) =d € N und k € Z. Dann folgt

d

ord(a®) = T hd)

2. Seien n1, ng € N mit ggT(n1,ne) =1 und n = niny. Genau dann ist a eine n-te Potenz in G,
wenn a eine ni-te und eine ng-te Potenz in G ist.

3. Sei G zyklisch, |G| = N € N und n € N. Genau dann ist a eine n-te Potenz in G, wenn
aN/ggT(N’n) = e.
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BEWEIS. 1. Fiir j € Z gilt: " =e <= d|kj <
d k . d
joe=
geT(k,d) | ggT(k,d) ggT(k, d)
2. Ist a = 2™ mit = € G, so folgt a = (™)™ = (z™)"2. Seien nun x1, 3 € G mit a = 7' = 52,
und seien u1, ug € Z mit nqjuy + noug = 1. Dann ist a = @"v1tn2uz = gl2mit piinauz — (g2 piyn,
3. Ist a = 2™ mit = € G, so folgt o’V/egT(N:n) — (xN)”/ggT(N’”) = e. Zum Beweis der Umkehrung
sei G={(g), a=g" mitkec[0,N—1],und e=a™/8T(N:n) — gkN/egT(N.n) Dann folgt ggT(N,n)|k,
also gibt es u, v € Z mit k = Nu + nv, und wir erhalten a = g* = gV¢g"" = (g*)". O

d
geT(k,d)

4, und daher ord(a")

Satz 4.1.7. A. SeipeP\{2}, eeNunda€Z\pZ.
1. Ist n € N und ptn, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) a ist ein n-ter Potenzrest modulo p°.
(b) a ist ein n-ter Potenzrest modulo p.
(c) aP~D/eeT(P=1n) =1 mod p.
2. Seid € N. Genau dann ist a ein p®-ter Potenzrest modulo p¢, wenn aP~! =1 mod p
B. Seiend, e €N, e>3, a€Z und21{a.
1. Genau dann ist a ein 2%-ter Potenzrest modulo 2¢, wenn a = 1mod 2min{e.d+2}

min{e,d+1}

2. Istn € N und 2t n, so ist a ein n-ter Potenzrest modulo 2°.

BEWEIS. A. Genau dann ist a ein n-ter Potenzrest modulo p®, wenn a + p°Z eine n-te Potenz in
(Z/p°Z)* ist. Nach Lemma 4.1.6 und Satz 4.1.5 ist das genau dann der Fall, wenn

P Hp—1)
geT(pe=t(p—1),n)"

1. Ist pfn, soist ggT(p*~t(p—1),n) = ggT(p — 1,n), und fiir alle x € Z ist genau dann 2 =1
mod p¢, wenn z =1 mod p (siehe Satz 4.1.5). Daher folgt

a® =1 mod p®, wobei B=

aB = (a(pfl)/ggT(pfl,n))pe_l =1 mod p® < aP—1D/geT(p—1n) — 1 1m0d P,

und damit die Aquivalenz der drei Bedingungen.

2. Ist n = p?, so folgt B = (p — 1)p* mit k = e — 1 — min{d,e — 1}. Wegen a?~! = 1 mod p gibt
esein | € [0,p°! — 1], so dass a?~! = (1 + p)! mod p°, und dann ist a? = (1 —|—p)lpk mod p¢. Daher
folgt :

aB =1 mod pe P pe—l Upk P pmin{e—l,d} ‘l

. (1 _|_p)l =1 mod pmin{e—l,d}+1 ap—l =1 mod pmin{e,d+1} )

B. 1. Ist a ein 2%ter Potenzrest modulo 2¢, so ist ¢« = 1 mod 4, und wir nehmen an, es sei a = 5
mod 2¢ mit [ € [0,2°72 — 1]. Genau dann ist a ein 2%-ter Potenzrest modulo 2¢, wenn a + 2°Z eine 29-te
Potenz in (5 + 2¢7Z) ist. Nach Lemma 4.1.6 und Satz 4.1.5 ist das genau dann der Fall, wenn

a®? =1 mod 2, wobei B:M:Qk mit k=e—2—min{e—2,d}.
Wegen af = 52! mod 2¢ folgt :
a? =1 mod 2¢ — 2°7%|2%] — gmin{e—2,d} |l
= 5'=1 mod 2miM{e=2d+2 — =1 mod 2mirted+2}

2. Klar nach Lemma 4.1.6.3 O



82 4. POTENZRESTE UND QUADRATISCHES REZIPROZITATSGESETZ

4.2. Quadratisches Reziprozititsgesetz

Definition 4.2.1. Sei p € P\ {2}. Fiir a € Z\ pZ definieren wir das Legendre-Symbol durch

(a) ~J 1, falls a ein quadratischer Rest modulo p ist,
—1 sonst.

Folglich ist

(g) - { 1’17 iZE: Ziié ; igz: und wir definieren (a—;pZ) = (%) )

Die Abbildung
(;);F; o {+1)
p

heifit quadratischer Charakter modulo p.

Satz 4.2.2. Seip e P\ {2}.
1. Ista € Z\ pZ, so gilt

(g) = a(pil)/2 Inodp, und (;1) _ (71)(1771)/2 _ ]., fallS P = 1 mOd 4,
p P —1, falls p=3 mod 4.

2. Fir a,beZ\pZ st
ab a\ /b . % L .
(—) = (7) (7> , und (*) :Fy — {£1} st ein Gruppenhomomorphismus.
p b/ \p p

BEWEIS. 1. Sei a € Z \ pZ. Dann ist aP~1/2 + pZ eine Nullstelle des Polynoms X2 — 1 € F,[X]
und daher a®®~1/2 = £1 mod p. Nach Satz 4.1.7.1 folgt

(E) =1 < a?»Y2=1 modp, und daher (ﬁ) =aP"/2 mod p.
p p

Die zweite Aussage folgt, da

(%);(-1)@*1)/2 mod p <= (*?1):(_1)@71)/2.

2. Nach 1. gilt

(a;f)) = (ab)P~1)/2 = o= 1)/2p(p=1)/2 = (%) (199) mod p, und daher (%) = (%) (%) .

Definitionen und Bemerkungen 4.2.3. Fir n € N sei
W,={zeCl|z"=1}= {e27rik/n lke[0,n—1]} = () mit ¢, = e2mi/n

die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Fiir & € Z und ¢ € W,, hingt ¢* nur von der Restklasse x =
k +nZ € Z/nZ ab, und wir definierten (" = ¢*. Fiir ¢ € W, ist

S e {n falls ¢ =1,
weZin 0, falls (#1.
Das ist offensichtlich fiir { = 1. Fiir { # 1 ist

n—1 Cn_l
Yoor=> = = =0.
k=0

KEZL/NL
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Fiir p € P sei X, = Hom(F,C*). Die Elemente von X, heien Charaktere modulo p. Sie bilden eine

multiplikative Gruppe bei wertweiser Verkniipfung mit Einselement 1, definiert durch 1(¢) = 1 fiir alle

teF). Fir x € X, ist x = x 7"

Definition 4.2.4. Fir p € P, x € X, und a € F,, definieren wir die Gauf§’schen Summen durch

pla,x) = Y x(0¢" wnd  7(x) = 7(1,x)

teFy

Satz 4.2.5. Seip e P\ {2}, x € X, und a € F,. Dann ist

1, falls x=1,

mp(a, x) = 0, falls a=0 und x#1, JB, falls x#1

x(a)7p(x), falls a#0,

p—1, falls a=0 und x=1,
|Tp(x)|={

To(x) = x(=D71p(X), und 71,(x)7(X) =x(=1)p, falls x#1.
BEwEIs. Nach Bemerkung 4.2.3 ist
—1, falls a=0
,1 — at _ at 1= p ’ ’
mp(a, 1) Z Cp ZCP { -1, falls a#0.
tEFy telF,
Ist a=0und x # 1, so gibt es ein t; € F; mit x(¢1) # 1, und es folgt

X(t)7(0,%) = x(t1) D> x(t) = Y x(tt) =7,(0,x), also 7,(0,x) =0.
teFy, teF,

Ist a # 0, so ist F¥ = {at [t € F)'}, und mit der Substitution at = s folgt wegen x(a™'s) = x(a)x(s)
e, x) = Y xMG =Y x(a's)¢ = x(a) Y x(s)G = x(a)m(x) -
teFy sEFy sEF
Ist x # 1, so folgt
(= DIH0F =D mlax)nlax) = Y xtx() Y G0 =3 p=pp-1)
a€F, s, t€FX a€lFy teFy
und daher |7,(x)| = y/p. Schlielich ist noch
X(-D7(X) = 5(-1,%) = Y XD = Y x(0¢ = 7(x)

teFy teFy

und daher 7,(x)7, (%) = x(~1) [5,(0)|* = x(~1)p. -

Satz 4.2.6 (Quadratisches Reziprozitétsgesetz).
1. Seien p, ¢ € P\ {2} und p # q. Dann ist

(@) = o = 5 LT

2. Seip e P\ {2}. Dann ist

(g) — ()18 = 1, falls p=41 mod8,
—1, falls p=+3 mod 8.
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BEwEIs. Sei x:[F; — {£1} der quadratische Charakter, also
x(a+pZ) = (%) =aP V2 modp firalle acZ\pZ.

Wegen y = X ist 7,(x)? = (—1)®~1/2p. Wir berechnen die Gauf’sche Summe 7,(x) € Z[¢,] modulo ¢
(das heifit, wir rechnen im Fg-Vektorraum Z[(,]/qZ[(p] ). Es ist

H007= (3 x0¢) = 3 X0 = (g +9Z,x) = (L) (x) mod g
teFy teF ) b
und daher

00 = (7) (-0 mod .

Anderseits ist aber
70T = [ (027, ()2 = [(~1) D 2p] 0D/ (1)1

= (71)’%1 5t (E)(,l)(pfl)ﬂp mod ¢,

q
und daher
N -1z, = (B (P (L2 ; PN(IN — (et
(5) e = (1) (E) 0072 mod g, a0 (7)(7) = (1) .
2. Wir rechnen in Z[i] modulo p (also im F,-Vektorraum Z[i]/pZ[i] ). Es ist
p—1 p—1 2 p—1
L+ =1+ (1 +i)? = (2) 7 (20) = (5) i“2" (2i) mod p,
aber auch (1+i)P™ = (1+i)?(1+i) = (1+i?)(1 +i) mod p, und daher
2 p—1
(5) i“TH(2) = (1+i)(1+i) mod p.

FALL 1: p=1 mod 4. Dann ist (1+i?)(14i)=2i und i?=Y/2 = (=1)P=1/4 Damit folgt

(2) o (_1)(?—1)/4 - 1, faHS p= 1 mod 8,
p/ N —1, falls p=5 modS8.

FALL 2: p=3 mod 4. Dann ist (1+i?)(1+i) =2 und iPt)/2 = (=1)P+D/4 Damit folgt

(2> = (_1)(p+1)/4 _ { 1, falls p=—1 mod 8§,

p —1, falls p=3 mod 8.
Wegen
21 -1 21 1
p8 EpT, falls p=1 mod 4, und p8 E% falls p=3 mod 4

folgt die Behauptung. O



